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국문 초록

최근 들어 전 세계적으로 코딩 교육에 대한 중요도가 높아짐에 따라

computational thinking 역량 강화를 위한 학습 환경 설계 연구가 활발

히 진행되고 있다. 특히 확률이라는 분야는 공식을 통한 연역적 방식에

서 벗어나 현상에 대한 모델링과 사고 실험이 동반된 학습 환경이 필요

하다는 인식이 공감을 얻기 시작하면서 그 해결점을 테크놀로지 기반 프

로그래밍 언어를 통한 확률 학습 환경으로 두고 있다. 하지만 이러한 학

습 환경은 프로그래밍 언어 자체에 초점을 맞추어 너무 난해하게 제시가

되거나 혹은 학습자에게 쉽게 다가가고자 난수 생성과 같은 요소 이외의

다른 언어 표현 체계를 생략하여 제공되었다는 점이 지적되어 왔다. 본

연구에서는 이러한 프로그래밍 언어 기반 확률 학습 환경의 방향성에 동

참하면서도 위의 상반되는 두 가지의 환경의 중간에 위치하고자 한다.

즉, 충분히 학습자가 의사소통의 수단으로 사용할 수 있으면서도 다양한

현상을 모델링하고 시뮬레이션 할 수 있는 언어 체계가 필요하다는 전

제로 출발한다.

이에 본 연구에서는 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경을 설

계하였다. 실행 가능한 표현이란 테크놀로지 환경에서의 언어 표현 체계

와 즉각적인 피드백을 핵심 요소로 삼고 있다. 이를 위해서 본 연구에서

는 computational thinking 역량 강화와 더불어 학습 환경에서 선택한

확률 구조인 이항 분포와 관련한 현상의 모델링이 가능한 언어 표현 체

계를 제공하여 이를 통해 학습자와 현상 사이의 중개자 역할을 하도록

하였다. 그 표현 체계는 거북이라는 에이전트의 기본적인 움직임을 바탕

으로 한 일상 언어와 수식을 이용하여 constructionism 기반 학습 환경

의 설계 원칙에 따르고자 하였다. 또한 JavaMAL 마이크로월드라는 환

경에서 이러한 실행 가능한 표현에 대한 즉각적인 피드백을 제공하기 위

해 ‘랜덤 워크’라는 요소를 기초로 다양한 요소들을 통해 시뮬레이션 결
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과창을 제공함으로써 학습자가 스스로 현상에 대해 ‘What if?’ 전략을

세우고 다양한 확률 실험을 할 수 있도록 설계하고자 하였다. 이러한 실

행 가능한 표현 체계를 통해 다양한 이항 분포 현상에 대한 모델링 및

시뮬레이션을 가능하게 할 뿐만 아니라 그 표현 자체가 학습자와 교사,

학습자와 컴퓨터 사이의 의사소통의 도구로 쓰일 수 있도록 설계를 하였

다.

이항 분포 학습 환경에 구성 요소인 실행 가능한 표현 체계를 재해석하

고 정리하여 이를 통해 학습자가 직접 모델링 할 수 있는 다양한 이항

분포 현상들을 선정하였다. 그리고 이러한 학습 환경이 좀 더 큰 힘을

발휘할 수 있는 수업 형태로써 거꾸로 교실을 채택, 이를 통해 해당 학

습 환경이 가장 유의미하게 적용될 수 있는 학습 지도안을 설계하였다.

그리고 두 번에 거친 적용 연구를 통해 해당 학습 환경에 따른 학습자의

의사소통 과정과 확률적 사고의 변화를 관찰하고자 하였다. 그리고 이를

통해 본 연구의 학습 환경의 개선 방향과 실행 가능한 표현 기반 확률

코딩 학습 환경에 대한 가능성을 살펴보았다.

본 연구의 목표는 기존의 학교 수학에서의 확률 교육에서 지적되고 있

는 점, 즉 현상에 바탕을 둔 사고 실험의 부재를 개선해 줄 수 있는 도

구를 제시함과 동시에 computational thinking 역량 강화라는 시대적 과

제에 부응하는 확률 학습 환경을 제시하는 것으로 둔다. 거북이의 움직

임으로 무작위 경로를 생성하는 ‘몸짓 언어’에 기초한 실행 가능한 표현

은 에이전트 기반 모델링 및 체화된 시뮬레이션을 동반한 확률 실험으로

학습자에게 유의미한 변화를 느끼게 해 줄 수 있도록 학습 환경 설계 방

향을 잡고자 하였다.

주요어 : Computational thinking, 이항 분포, 실행 가능한 표현

(Executable expression), 거꾸로 교실(Flipped learning)

학번 : 2012-23501
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Ⅰ. 서론

1. 연구의 배경

본 연구를 진행하게 된 배경은 크게 두 가지가 있다. 하나는 확률이라

는 분야에 대한 학습을 증진시키기 위해선 기존의 접근 방식에 대한 개

선이 필요하며 테크놀로지 환경이 그 역할을 해 줄 수 있다는 목소리가

높아지고 있다는 점이다. 다른 하나는 소프트웨어 교육이 학교 현장 속

으로 들어와야 한다는 목소리가 높아지면서 이와 관련된 computational

thinking 역량 강화를 위한 노력이 계속되고 있다는 점이다.

확률 및 통계라는 수학 분야는 21세기를 살아감에 있어서 다른 수학 분

야보다도 필요한 분야로 인식되고 있다. 그 이유는 지금 이 시대는 지속

적으로 의사 결정 여부를 확률적으로 판단하고 전략을 세우며 서로 의사

소통하는 시대이기 때문이다. 이에 학습자에게 확률 현상에서 자료를 얻

고 이를 통해 자신의 의사를 확신하고 정당화하기 위한 확률 실험 학습

환경에 대한 필요성이 대두되고 있다.

하지만 학교 수학에서는 정작 이러한 확률 및 통계라고 하는 분야에 대

하여 연역적인 알고리즘을 제시하는 방식으로 접근을 하고 있다. 확률은

그 자체가 지닌 모호성 때문에 이해하기 어려웠고 가르치기 어려운 대상

으로 생각되었기 때문에 확률 개념은 계산 패턴에 따라 확률을 구하는

알고리즘을 중심으로 지도 되어 왔었다(우정호, 2007).

이러한 확률 사고 실험에 기초한 학습 환경에서는 컴퓨터를 통한 시뮬

레이션을 일으킬 표현 체계에 대한 요구가 필연적으로 생겨났으며 이는

테크놀로지 기반 확률 학습 환경의 구체적인 설계 연구로 이어졌다. 특

히 테크놀로지 기반 학습 환경은 적절한 확률 현상에 대해 모델링하고

이를 시뮬레이션 할 수 있는 프로그래밍 언어를 제공해 줄 수 있다는 점

은 기존의 확률 학습의 방식과는 다른 경험을 학습자에게 부여할 수 있
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다.

이러한 움직임은 최근 들어 다양한 소프트웨어의 발전과 맞물려 다양한

방식으로 구현되고 있다. 한 포털 사이트에서는 ‘소프트웨어 교육’ 산업

과 관련하여 하나의 예시로 동전을 100번 던지는 확률적 상황에 대한 프

로그래밍 과정을 제시하고 있다. 또한 여러 확률 교육 연구에서 R 언어

및 Fathom과 같은 확률 시뮬레이션 프로그래밍 환경을 학교 수학에 도

입해야 한다는 주장을 펼치고 있다. 이 흐름은 최근에 각광 받고 있는

코딩 교육 열풍, 즉 computational thinking에 대한 연구들과 같은 방향

으로 나아간다.

현재 영국에서는 2012년도부터 ICT 교과과정이 시대에 뒤떨어져 있으

며 이에 교과과정 개혁을 통한 창의적인 소프트웨어 인재를 양성해야 한

다는 목소리와 함께 2014년도 9월부터 세계 최초로 의무화된 컴퓨팅 교

육을 시행하였다. 영역은 컴퓨터 공학(computer science), 정보 기술

(information technology), 디지털 리터러시(digital literacy)이며

Microsoft, Google 그리고 게임업계의 전문가들이 적극적으로 자문을 하

여 엄청난 규모의 교육 개혁 프로그램을 진행 중에 있다.

또한 핀란드에서는 computational thinking 역량 강화를 위한 교육을 4

세에서 10세 정도 되는 어린 아이에게 접목하여 ‘코딩 교육’ 열풍을 일으

키고 있다. 어른들도 힘들어하는 컴퓨터 프로그래밍을 아이들의 눈높이

에 맞추어 제시함으로써 학습자들의 호기심을 자극하고 있으며 핀란드

교육당국도 2016년도부터 코딩 교육을 초등학교 정규 통합교육 과정에

포함시키기로 하면서 코딩 교육이 선택이 아닌 필수가 되어 가고 있다.

우리나라에서도 이러한 노력을 기울이고 있다. 한국과학창의재단에서는

‘SW교육과 computational thinking’이라는 주제로 여러 분야의 전문가들

이 모여 ‘컴퓨터 언어’와 ‘코딩 교육’에 대한 필요성을 공감하였다. 또한

미래창조과학부에서는 2015년부터 대한민국에서도 소프트웨어 교육을 의

무화하기로 하면서 ‘소프트웨어 선도 학교’를 지정하는 등 다양한 방식으

로 코딩 교육을 활성화하기 위한 방안을 마련하고 있다.
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현재 computational thinking 기반 학습 환경을 발전시켜 학교 현장에

도입하기 위한 방향성을 제시하는 연구(Barr & Stephenson, 2011)가 진

행 중에 있다. 이러한 노력은 수학 교육 분야에 있어서 코딩 기반 학습

환경이 종전에 할 수 없었던 창의적인 학습을 가능하게 해 줄 것이라는

믿음에서 시작한다.

본 연구에서는 기존의 확률 교육 방식에 대해 문제점을 인식하고 이를

테크놀로지 기반 시뮬레이션 프로그램에서 개선점을 찾고자 한다. 기존

의 프로그래밍 언어 기반 확률 학습 환경의 문제점을 고찰하고 이를 개

선할 수 있는 코딩 기반 확률 학습 환경을 설계하고자 한다. 이를 통해

좀 더 학습자 중심의 적극적인 확률 학습을 이끌어냄과 동시에

computational thinking 역량 강화에 도움이 될 수 있는 확률 학습 환경

을 설계해 보고자 한다.

2. 연구의 필요성 및 목적

확률 교육 분야에서 테크놀로지 환경에 도움을 받아 시뮬레이션 프로그

램을 제작하여 학습자에게 제공되는 것이 유의미한 변화를 가져올 수 있

다는 것은 여러 연구에서 주장되어 왔다. Wilensky(1993)는 학생들의 확

률적 직관이 부족한 이유로 선천적인 이유도 있지만 다수를 대상으로 한

실험, 인구 조사와 같이 적절한 피드백이 공존하는 확률 측정 실험을 경

험한 적이 없다고 지적하고 있다. 이에 그는 컴퓨터 프로그램 기반 확률

실험 시뮬레이션 프로그램을 통해 학습자의 확률 편향성이 적절한 확률

직관으로 바뀔 수 있다고 주장한다. Shaughnessy & Bergman(1993)은

확률 지도에 시뮬레이션을 활용함으로써 학생들의 확률 오개념을 교정할

수 있다고 지적하였다(신보미, 이경화, 2008a 재인용).

이에 다양한 연구들이 테크놀로지 기반 확률 시뮬레이션 프로그램을 설

계하고 이를 적용하는 연구를 진행하였다. 하지만 이러한 테크놀로지 기
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반 확률 학습 환경의 한계점이 지적되어 왔다. 실제로 학교 현장에 적용

되고 있는 시뮬레이션 프로그램은 대체적으로 확률 값에 변화를 주고 이

를 잘 만들어져 있는(well made) 프로그램에 입력한 후 실행 버튼을 눌

러 결과창의 시뮬레이션한 분포를 확인하는 수준에 그치고 있다. 또한

현재 통계 연구에서 많이 쓰이고 있는 확률 언어 기반 프로그래밍 환경

인 R 언어나 Fathom과 같은 학습 환경은 그 언어 체계가 고등학교 학

생들을 대상으로 적용하기에는 굉장히 난해하여 학교 수학에 도입하기에

적절하지 않다는 평가가 있다.

본 연구에서는 기존의 확률 학습 환경에 대한 개선점으로 실행 가능한

표현(executable expression)이라는 표현 도구를 전면에 내세운다. 실행

가능한 표현이란 테크놀로지 환경에서 즉각적인 피드백을 만들 수 있는

표현 체계를 말한다. 일반적으로 실행 가능한 표현은 마우스 조작을 통

하여 직접 실행 가능한 아이콘이나 GUI(Graphical User Interface)와 같

은 것들, 혹은 프로그래밍 언어와 같이 문자 언어로 이루어져 있어서 키

보드를 통해 입력을 하고 실행할 수 있는 표현 체계를 포함한다(우안성,

2013). 본 연구는 앞서 언급한 두 가지의 대조되는 확률 학습 환경의 상

반된 문제점 즉, 기존의 학교 수학 내에서의 확률 시뮬레이션의 문제점

인 언어 표현의 부재, 그리고 R 언어나 Fathom과 같은 확률 프로그래밍

환경의 적용할 때의 난해함이라는 두 가지의 문제점을 해결하기 위한 연

구이다. 이에 본 연구는 실행 가능한 표현을 이 두 가지의 프로그램의

중간 위치에서 좀 더 쉽고 학습자에게 전이가 빠른 언어 체계를 통해 적

극적인 시뮬레이션 환경을 설계하고자 한다. 이에 앞서 언급한 실행 가

능한 표현에서 본 연구는 후자에 초점을 맞추어 연구를 진행한다.

실행 가능한 표현은 Papert의 constructionism에 그 기초를 두고 있다.

Papert의 constructionism은 constructivism과 구별이 된다.

Constructivism과 Papert의 constructionism은 모두 지식이란 학습자가

복잡한 지식의 구조를 쌓아가는 것으로, 학습자가 의미를 찾으려고 노력

할 때 의미가 만들어진다고 보고 있으나, constructivism은 인지이론에
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가까운 반면, constructionism은 실제적이고 교육적인 방법이다(김화경,

2006). 김화경(2006)은 constructionism에서 학습이 성공적으로 이루어지

기 위해서는 구성활동과 이에 대한 반성이 일어날 수 있는 환경 설계가

필수적으로 일어나야 한다고 하였다.

Papert는 이러한 구성 활동과 반성의 과정을 유도할 수 있는 도구를 제

안하였는데 그것이 바로 ‘가자’ 및 ‘돌자’라는 기본 행동 명령을 통해 거

북이가 실제로 움직이게 하여 수학적 개념을 구성하고 반성하게 할 수

있는 LOGO라는 프로그래밍 언어 기반 환경이다. 가장 기본적인 두 가

지의 ‘몸짓 언어’로 평면 도형에 대한 탐구를 할 수 있는 이 프로그램은

그 아이디어가 강력(powerful)하기에 다른 분야에도 쉽게 응용이 될 수

있다. Papert는 이러한 환경을 통해 모국어를 학습하듯 실행 가능한 표

현 체계를 학습, 이를 통해 다양한 수학 분야를 직접 구성할 수 있는 도

구의 역할이 될 수 있다고 주장했다. 본 연구에서는 이러한 배경을 바탕

으로 학습자에게 확률 상황을 쉽게 모델링할 수 있는 ‘몸짓 언어’ 기반

실행 가능한 표현을 설계하고자 하였다. 그리고 LOGO에 바탕을 둔

JavaMAL 마이크로월드(조한혁, 2003)에 위의 언어 표현 체계를 구성하

고 실행하게 하여 시뮬레이션을 통해 확률을 탐구할 수 있는 학습 환경

을 구성하고자 하였다.

이러한 확률 학습 환경을 통해 이루고자 하는 목표는 확률 개념에 대한

올바른 학습을 유도하는 것과 더불어 computational thinking 역량 강화

를 이루어 내는 것이다. Computational thinking의 핵심적 요소는 추상화

와 자동화이다. Computational thinking 역량을 강화하기 위한 언어 체계

는 학습자가 수학적 현상을 스스로 추상화 할 수 있도록 쉬우면서도 그

안의 수학적 구조가 함축되어 있는 코딩 언어 체계가 존재해야 한다. 그

리고 이러한 언어 체계는 각각 실행(executable)을 전제로 하고 있어 자

동적으로 실행되어 학습자의 사고를 변화시킬 시뮬레이션 요소가 즉각적

으로 결과물로 제시되어야 한다. Computational thinking 에서는 언어 체

계를 강조하고 있으며 그 언어 체계는 위와 같은 역할을 충분히 할 수
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있게 구성이 되어야 한다.

본 연구에서는 위와 같은 목적과 배경으로 학습 환경을 설계할 확률 분

야의 요소로 ‘이항 분포’를 선정했다. 이항 분포는 확률론의 다른 개념들

보다 훨씬 더 실생활에 밀접하게 연관이 되어 있는 확률적 개념이라고

할 수 있다. 한 사건의 발생 유무와 관련된 확률적 의사 결정 현상은 우

리의 삶 속에서 쉽게 찾아낼 수 있는 상황이다. 학교 수학에서는 복권에

당첨 유무의 가능성을 고려하는 현상과 같은 여러 실생활 문제를 통해

이항 분포의 확률적 개념을 다루고 있다. 또한 이러한 아이디어는 최근

경제 심리학에서 각광받고 있는 게임 이론(game theory)과도 관련이 깊

다. 게임 이론이란 두 의사 결정자가 서로 상호 작용하는 현상에 대한

이해를 돕는데 필요한 일련의 분석 도구를 연구하는 학문이다(Osborne,

1994). 해당 전략의 선택 유무를 결정하는 현상에 대해 연구하는 이 이

론은 결국 이항적 사항에 대한 확률적 판단을 요구하고 있으며 이는 자

연스럽게 이항 분포와 관련이 깊다.

이항 분포의 핵심적인 요소, 즉 해당 사건이 발생 유무를 적절히 시뮬

레이션 할 수 있는 실행 가능한 표현을 도구로 학생들에게 제공한다면

확률적 오개념을 개선하는 데 기여할 수 있을 것이다. 본 연구도 이러한

전제를 기초로 시작하고자 하였다.

본 연구에서는 학습자가 구성 활동을 전개할 수 있는 실행 가능한 표현

을 JavaMAL 마이크로월드에 맞추어 제공하기 위해 이항 분포의 핵심적

인 요소를 거북이라는 에이전트의 ‘몸짓 언어’로 모델링한다. 사건의 발

생 유무를 ‘위로 간다.’, ‘아래로 간다.’와 같은 대조적인 ‘몸짓 언어’를 기

초로 하여 거북이의 움직임으로 시뮬레이션 결과를 만들어 낼 수 있는

일상 언어 체계와 수식 체계를 확보하고자 하였다. 이를 위해 이항 분포

현상에 대한 확률 코딩이 가능한 세 가지의 실행 가능한 표현을 고안하

였다. ‘린덴마이어(Lindenmayer) 확률 표현’, ‘도수분포준비 및 반복’ 그

리고 ‘자연 빈도수(natural frequencies)’ 가 이에 해당한다. 이를 통해 현

상을 모델링할 수 있는 ‘수학적 언어 표현’ 체계와 마이크로월드 상에 이



- 7 -

러한 현상을 거북이의 무작위 경로로 시뮬레이션 하여 이를 시각적으로

피드백을 부여하는 ‘분포의 시각적 표현’을 동시에 학습자의 사고 도구로

제시하는 것이 본 연구의 핵심적 목표이다.

정리하면 본 연구에서는 JavaMAL 마이크로월드 상에 거북이의 ‘몸짓

언어’를 기초로 한 실행 가능한 표현을 도구로 제시, 이를 통해

computational thinking 역량 강화와 동시에 종전의 확률 학습 환경에서

제공하지 못한 현상에 대한 확률 실험 도구와 이를 정당화 할 언어 표현

체계를 제공하는 것을 목표로 한다. 이러한 실행 가능한 표현은 학습자

가 다른 동료, 교사 혹은 컴퓨터와의 유연한 의사소통을 도울 도구임과

동시에 자신의 올바른 확률적 사고를 현상으로부터 귀납적으로 얻어가는

색다른 경험이 될 것이라 기대하고 있다. 학습자가 직접 실행 가능한 표

현 체계로 거북이의 움직임을 구현하면 그 움직임이 마이크로월드에 시

뮬레이션으로 피드백을 받는 방식을 설계 방침으로 세우고자 한다. 이를

통해 학습자가 거북이의 입장이 되어 현상을 체화하면서 ‘What if?’ 전

략을 세우고 자신의 사고를 수정하고 확인 받는 체화된 설계 기반 학습

을 가능하게 하고자 한다.

본 연구에서는 주요한 실행 가능한 표현 체계인 세 가지의 실행식을 시

작으로 다양한 이항 분포 현상을 모델링하고 이를 통해 확률적 개념을

조기에 학습할 수 있도록 설계할 것이다. 학습자에게 유의미하게 다가갈

수 있는 실험 및 현상들을 정리하여 하나의 학습 지도안과 같은 방식으

로 수업 설계를 하고자 한다. 또한 본 학습 환경은 인터넷 기반 웹 사이

트에서 설계가 된 바, 본 학습 환경의 장점을 가장 극대화 할 수 있는

수업 형태를 제시해 보고 이러한 수업 형태가 학습 환경 설계의 설계 방

침과 어울릴 수 있는 지를 확인하고자 한다.

실행 가능한 표현 기반 학습 환경은 학습자가 자신의 확률 코딩을 얼마

든지 수정 및 보완이 가능하다. 두 차례에 거친 학습 환경 적용 연구를

통해 이러한 구성 활동이 학생들의 확률 개념에 어떠한 영향을 미치는지

를 살펴보고 이를 통해 본 학습 환경에서 얻을 수 있는 유의미한 변화를
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살피고자 한다.

3. 연구 문제

이상의 연구의 필요성과 목적에 따라서 본 연구에서는 다음과 같이 연

구문제를 설정하였다.

연구 문제 1. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경을 어떻게

설계할 수 있는가?

연구 문제 2. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경을 통해 어

떠한 수업을 제시할 수 있는가?

연구 문제 3. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경은 기존의

확률 학습 환경과 비교하여 어떠한 의의가 있는가?

4. 용어 정리

(1) 린덴마이어(Lindenmayer) 확률 표현

헝가리의 생물학자인 린덴마이어(Lindenmayer)는 식물의 생장을 표현

하기 위해 하나의 표현 체계를 구성하였다. 그는 다양한 식물의 성장 패

턴을 연구하여 이를 기호의 병렬변환 시스템으로 표현하는 체계, 일명

L-system을 만들었다. 성장한 경우를 1, 성장하지 않은 경우를 0으로 변

환, 식물의 생장 패턴을 이 두 가지 패턴의 일련으로 파악하여 다양한

식물의 성장 패턴을 탐구하였다. 본 연구에서 구성한 탐구 프로그램의

핵심은 식물의 생장과 같이 확률적인 상황을 일련의 표현 체계로 서로
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의사소통할 수 있는 언어체계이며 이에 JavaMAL 마이크로월드 기반 확

률 언어 체계를 구성하였다. 이를 ‘린덴마이어 확률 표현’이라고 정의하

고 이를 쌓기 나무 표현, 거북이의 경로 표현 등 다양한 표현에서 적용

하였다.

(2) 자연 빈도수 (Natural frequencies)

확률 교육에서 조건부 확률 등 복잡한 구조의 확률적 개념은 알고리즘

으로 다가가게 되면 다양한 오개념을 불러일으킬 수 있다. 즉, 확률 교육

에서 해당 상황을 직접 원하는 만큼 반복하여 시행하는 확률 실험이 가

능하다면 확률 계산이 아닌 해당 변수들의 누적 빈도수로 확률을 학습할

수 있는 기회를 제공할 수 있다. 소수 혹은 분수로 확률을 계산하는 것

이 아닌 자연 빈도수로 다가간다면 확률 계산의 대상이 누적 빈도수가

되어 좀 더 학생들이 다가가기가 자연스럽다. 이미 베이즈 공식을 학습

하는 상황에 적용하여 확률 형태로 학습하는 것 보다 자연 빈도수 형태

로 학습하는 것이 좀 더 학생들이 학습하기에 유의미한 이점이 있다는

선행 연구도 존재한다(Gigerenzer, G., & Hoffrage, U., 1995). 본 연구에

서는 이 점에 초점을 맞추어 탐구 프로그램 내에 자연 빈도수 자체가 확

률 사고의 대상이 될 수 있도록 하는 실행식을 구성하여 학생들에게 이

를 재료로 제시한다.

(3) JavaMAL 마이크로월드

조한혁(2001)은 기술공학적 교구의 사용에 대해 teaching보다 학생의

learning을 중심이 되도록 하고 또한 인터넷과 네트워크 기반의 콘텐츠

를 강조하는 원칙을 제시하고, 또 거북 기하학습 환경과 움직이는 기하

학습 환경을 하나로 통합하여 인터넷에서 연결하여 쓸 수 있도록 자바로

구현한 Java 수학 마이크로월드를 설계하였다. 본 마이크로월드는
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constructionism의 기본 취지에 따라 직접 명령을 사용하고 이를 통한

구성 활동을 통해 대상물과 상호작용하고, 수학적 내용을 구성할 수 있

는 강력한 아이디어를 제공한다. 이러한 거북 마이크로월드는 기존 2차

원 기하를 다룰 수 있는 환경에서 발전하여, 현재는 3차원 기하 및 패턴

연구가 가능한 쌓기 나무 마이크로월드(Cho 등, 2010), LOGO와 GSP의

기능을 통합하여 기하뿐만 아니라 대수, 확률 분야에서도 응용이 가능한

통합 마이크로월드인 JavaMAL 마이크로월드(조한혁, 2003)로 발전하여

현재까지 다양한 분야의 연구에서 쓰이는 도구로 자리매김하였다.
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Ⅱ. 이론적 배경

1. 프로그래밍 언어 기반 확률 학습 환경

이 장에서는 알고리즘 중심의 연역적 학교 확률 수업의 개선을 목적으

로 설계된 기존의 테크놀로지 기반 확률 학습 환경에 대해 살펴본다. 다

양한 테크놀로지 기반 확률 학습 환경 중 확률 상황을 모델링 할 수 있

는 코딩 기반 환경, 즉 프로그래밍 언어 기반 확률 학습 환경에 초점을

두어 살펴본다. 그리고 이러한 환경들의 장단점을 파악하고 개선해야 할

점을 정리함으로써 본 연구에서 설계하고자 하는 학습 환경의 방향성을

설정하고자 한다.

1.1. 기존의 프로그래밍 확률 학습 환경

현재 학교 수학에서 확률 개념은 주로 고전적 관점(수학적 확률)에서

다루어지며 부분적으로 빈도적 관점(통계적 확률)과 공리적 관점이 도입

되고 있다. 그러나 고전적 관점만으로는 확률 개념의 본질을 드러내는

데에는 부족함이 있기에 빈도적 관점, 곧 통계적 확률 개념을 부각시키

기 위해서 실험적 접근이 필수적이다(신보미, & 이경화, 2006). 이러한

접근 방식을 위해서는 방대한 데이터를 다룰 수 있고 이러한 데이터를

실험하고 분석할 수 있는 학습 형태가 필요했으며 이러한 형태는 지필

환경 내에서 진행하기엔 한계점이 명확한 학습 방식이었다. 테크놀로지

의 힘을 빌린 프로그래밍 언어 기반 확률 및 통계 분석 프로그램은 이러

한 한계점을 해결할 수 있을 것이란 기대를 받고 태어났다.

테크놀로지 기반 프로그래밍 확률 학습 프로그램은 대표적으로 R 언어

(Ihaka & Gentleman, 1996), SPSS(Levesque, 2005), 그리고

Fathom(Meletiou-Mavrotheris & Lee, 2005) 등이 있다.
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[그림 Ⅱ-1] R 언어 패키지

먼저 R 언어(Ihaka & Gentleman, 1996)는 통계 계산과 그래픽을 위한

프로그래밍 언어이자 소프트웨어 환경이다. 현재 통계 소프트웨어 개발

과 자료 분석에 널리 사용되고 있으며 패키지 개발이 용이하여 통계학자

들 사이에서 통계 소프트웨어 개발에 많이 쓰이고 있다. 방대한 양의 통

계적 자료를 해당 프로그램에 넣고 이를 프로그래밍 언어를 통해 분석

도구를 코딩함으로써 다양한 통계 기법과 수치적 해석 기법을 제공한다.

해당 분석 결과에 대한 분포 그래프를 제공한다는 점도 이 프로그램의

장점 중 하나이다. 하지만 이 프로그램은 해당 자료의 파악 및 분석을

위해선 전문가 수준의 높은 프로그래밍 언어의 습득을 요하는 바 통계학

자 및 대학원생 수준의 학생의 자료 분석 소프트웨어로 활용이 되고 있

는 프로그램이다.

이를 좀 더 쉽게 보완한 프로그램으로 등장한 것이 SPSS(Levesque,

2005)이다. 이 프로그램은 현재 다양한 양적 분석 연구의 통계적 분석

자료로 쓰이고 있는 프로그램이다. 통계학 분야에서 다루고 있는 거의

대부분의 통계적 분석 방법 및 다양한 그래픽 환경을 제공하고 있다. 또

한 이러한 분석 과정을 프로그래밍 언어만이 아닌 간단한 버튼 실행 및

자료 대입을 통해서도 가능하게 할 수 있다는 점이 큰 장점이다. 간단한

매뉴얼, 그리고 스프레드시트로 잘 정리 된 대량의 데이터만 존재한다면

손쉽게 통계 분석 및 학습이 가능한 프로그램이다.
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[그림 Ⅱ-2] SPSS 프로그램

다양한 수학 교육 연구에서는 이러한 통계 프로그램을 학교 현장에 도

입하여 좀 더 학습자 중심으로 실험에 기초한 확률 통계 교육을 시도하

자는 목소리가 높아지고 있다. 하지만 이 두 프로그램은 기본적으로 통

계학을 전공한 전문가들이 빅 데이터를 분석하기 위한 목적으로 만든 프

로그램으로 높은 수준의 통계학 지식과 코딩 능력을 요하는 소프트웨어

이다. 따라서 해당 학습 환경을 좀 더 학교 현장 내의 학습자에 맞게, 그

리고 학교 교육과정과도 어울리게 보완을 하여 학습자에게 제시되어야

할 필요성이 있다.

Fathom(Meletiou-Mavrotheris & Lee, 2005)은 앞서 언급한 두 소프트

웨어보다 학교 현장에 도입할 수 있도록 만든 통계 교육용 프로그램이

다. Fathom은 GSP를 만든 Key Curriculum Press에서 만든 프로그램으

로서 Collection, Case table, Graph, Text, 슬라이드 등의 개체로 구성되

어 있다. 통계 소프트웨어 Fathom은 공식에 의해 값을 구하기보다는 이

해와 실험을 통하여 실질적으로 확률과 통계를 알게 하는 교육용 프로그

램으로서 자료를 정리하는 과정 없이 분석, 해석할 수 있어 통계를 계산

하는 쪽보다는 이해하는 쪽으로 가르치고 배우는 데 많은 도움이 되는
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[그림 Ⅱ-3] Meletiou-Mavrotheris & Lee (2005)의 과제

프로그램이라 할 수 있다(권소영, 2009).

학교 현장에 도입하기 위한 교육용 소프트웨어의 목적으로 제작되었기

때문에 쉽고 간편하면서도 다양한 시각적 결과물을 도출하여 적극적인

실험 위주의 학습 설계가 가능하기에 국내에서도 다양한 연구에서 이 환

경을 활용한 다양한 수업 콘텐츠를 제작하는 연구를 진행하였다. 또한

Meletiou-Mavrotheris & Lee(2005)는 이 프로그램을 통해 학습자에게

산포도에 대한 학습 상황을 비교 분석하여, 유의미한 통계적 결과를 얻

기도 하였다.

이 연구에서는 Fathom을 기초로 한 학습 환경에서 학습자가 직접 히스

토그램의 요소를 조작해 보고 자료를 분석해 보는 작업을 해보는 것이

분산과 표준편차와 같은 확률적 구조에 대한 관점의 변화를 줄 것이라고

가정한다. 이 연구에서는 먼저 지필 환경에서 해당 자료를 히스토그램으

로 해 보고 이를 통해 분산에 대한 대답을 들어보는 작업을 선행한 뒤에
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Fathom을 이용한 테크놀로지 단계에서 다시 같은 과제를 주고 비교해

보는 작업을 담고 있다. 이를 통해 Meletiou-Mavrotheris & Lee(2005)는

테크놀로지 기반 구성 활동은 히스토그램이라는 시각적 모델을 보는 눈

을 달라지게 하며 이와 동시에 산포도에 대한 확률적 사고의 신장을 가

져오게 할 수 있다고 강조한다.

하지만 Fathom을 이용한 대부분의 연구는 학습자가 직접 시행하는 구

성 활동이 프로그래밍 언어 기반 코딩 활동과는 동떨어져 있다. 이는

Fathom을 이용한 활동 중에서 어떠한 요소가 결과물에 영향을 주었는지

에 대한 정당화하기 힘들다는 것을 의미한다. 교육용 소프트웨어의 목적

으로 만들어져 있기에 대부분의 소프트웨어 활용 방식이 드래그 및 실행

으로 진행되었기에 프로그래밍 과정에서의 언어 체계가 상당히 부실해졌

다. 이러한 점은 학습자가 해당 현상을 파악함에 있어서 어떠한 요소가

중요한 요소로 작용했는지를 스스로 파악하지 못하며 다른 사람과의 의

사소통도 극히 제한적으로 이루어 질 수밖에 없게 만든다.

1.2. ABM(Agent Based Modeling) 기반 환경

확률 학습은 기본적으로 귀납적인 학습을 전제로 한다. 즉 해당 현상에

서 출발하여 현상에 대한 모델링을 할 수 있는 환경에서 이를 분석하고

실험하는 활동이 기초가 되어야 한다. 많은 연구들이 computational 모

델링에 관심을 갖기 시작한 것은 이 때문이다.

Computational 모델링은 학습자들에게 자연 환경 혹은 사회와 같은 현

상에 대한 해석을 표현하고 실험할 수 있게 해주는 도구를 부여할 수 있

는 잠재력이 있다(Wilensky, 2014). 그는 모델링이 현상을 묘사하고 설명

할 수 있는 가장 강력한 방식임을 강조하면서 전통적으로 방정식이나 일

상 언어를 통해 모델링 했던 방식에서 computational 모델링으로의 전환

은 좀 더 다른 이점을 부여할 수 있을 것이라고 강조하고 있다.

Wilensky(2014)는 computational 모델링의 이점을 실행 가능함
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(executable)을 통해 실험을 진행할 수 있다는 점, 이러한 실험을 통해

학습자가 세운 가설에 대한 확인을 통해 정밀한 구조를 향해 갈 있다는

점, 그리고 computational 모델링은 매우 명료하기 때문에 학습자가 자

신의 가설을 쉽게 탐구하고 이해할 수 있다는 점으로 정리하고 있다.

<표 Ⅱ-1> ABM 학습 환경(Wilensky, 2014)

이러한 흐름에 맞춰 다양한 연구들이 computational 모델링 도구로 ‘에

이전트 기반 모델링(agent-based modeling)’에 초점을 맞추고 있다. 에이

전트 기반 모델링 (이하 ABM)은 자연 환경과 사회 환경이 에이전트에

간단한 행동 규칙을 부여함으로써 모델화 할 수 있다는 아이디어에서 시

작하였다(Wilensky, 2014). 이러한 모델링 방식은 수학, 과학 및 여러 분

야의 현상들을 에이전트의 움직임으로 모델링할 수 있는 프로그래밍 언

어를 제공, 학습자의 수준에 맞는 다양한 학습 환경을 제공하고 있다.

Wilensky(2014)는 이러한 여러 가지 ABM 학습 환경을 해당 에이전트와

학습 대상자에 맞추어 <표 Ⅱ-1>와 같이 정리하였다.
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[그림 Ⅱ-4] NetLogo 기반 확률 학습 환경

확률 현상은 다양한 요소들이 각각 서로 다른 확률적 상황으로 작용을

하는 현상을 기초로 한다는 점에서 ABM 학습 환경 방식에 적용하기 용

이하다. 이러한 점을 바탕으로 실제로 많은 연구들이 확률 학습에 있어

서 이러한 ABM 학습 환경을 기초로 한 다양한 프로그램을 제시하고 있

다.

Wilensky & Resnick(1999)은 확률적 오개념이 학생들의 형식적 학습에

서 오는 어려움뿐만 아니라 그들의 일상생활에서의 경험에 대한 오해에

서 발생한다고 가정, StarLogo라는 학습 환경을 제시한다. StarLogo의

모델링 언어는 학생들에게 다단계의 현상에 대한 모델을 설계하고 이를

통해 단계에 대한 개념을 탐색할 수 있게 하는 징검다리가 될 수 있다

(Wilensky & Resnick, 1999).

이 StarLogo에 보완해야 할 점을 반영하여 등장한 학습 환경, NetLogo

가 새로운 확률 학습 환경으로 제시되었다. NetLogo는 에이전트 프로그

래밍 언어이자 사회, 과학 현상을 시뮬레이션하기 위한 모델링 환경이다

(Tisue, & Wilensky, 2004). 수천 개의 독립된 “에이전트”가 만들어 내

는 마이크로월드를 통해 computational 모델링을 할 수 있는 도구이다.

Pratt & Prodromou(2004)은 이 NetLogo 환경 내에서 새로운 현상에

서의 확률 분포를 설명할 마이크로월드 설계 연구를 진행하였다. 이 연

구에서는 학생들이 새로운 현상에 직면했을 때 이 현상의 확률 분포를
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[그림 Ⅱ-5] ProbLab과 Stochastic Patchwork (Abrahamson &

Wilensky, 2005)

설명하기 위해 어떻게 자신들의 지식을 사용하는가를 알아내기 위한 새

로운 마이크로월드를 구성하였다. 현상 속의 수많은 확률적 사건

(random events)을 에이전트에 담아 이를 통해 이론적 그리고 실천적

인 관점에서 확률 분포에 대한 학습자의 사고방식을 밝히고자 했다.

NetLogo는 확률 및 통계 영역을 포함하여 거의 모든 분야의 현상을 모

델링할 수 있다. 하지만 프로그래밍 언어를 익히는 것이 어렵고 시간이

많이 소요되기 때문에 학부생 정도의 수준에 적합하다(최인용, 2014).

이러한 환경을 좀 더 중·고등학교 학생들에게 적합하게 제공하기 위해

새롭게 고안된 환경이 바로 ProbLab이다. ProbLab은 NetLogo에 의해

고안되어 적절한 컴퓨터 기반 상호작용 모델을 포함하고 있는 중학교에

서의 확률과 통계 교육용 실험 도구이다(Abrahamson & Wilensky,

2005). 그들은 테크놀로지 기반 학습 환경에서 활동하면서 확률을 학습

할 때 중요한 요소를 지적한다. 바로 학습자는 확률이라는 영역을 상징

적인 형태로 나타낼 때뿐만 아니라 확률적 경험을 통해 찾아낸 것을 계

산하고 의사소통하는 것을 통해 공식화하는 데에 선천적으로 확률적 시
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뮬레이션을 기초로 한다는 점이다. 그리고 이러한 가정에 따라 학교 수

학에 ProbLab 학습 환경을 적용해 보는 연구를 통해 주어진 환경이 시

간 기반 확률적 사건과 공간 기반 지각적 판단 사이의 다리 역할을 하

는 도구가 될 수 있음을 밝혔다.

StarLogo, NetLogo 그리고 ProbLab으로 이어지는 에이전트 기반 확

률 학습 환경은 서로 다른 조건들이 혼합된 현상에 대한 확률 실험을

다룰 수 있는 통합 인터페이스 기능을 보유하고 있어 다양한 확률 시뮬

레이션이 가능하다는 장점이 있다. 다만 NetLogo는 프로그래밍 언어

자체가 초·중등학교 학생을 대상으로 하기엔 난해함이 있으며 ProbLab

은 이를 보완하고자 완성형으로 설계를 한 바 학생들에게 마이크로월드

를 설계하면서 느낄 수 있는 hard fun을 느끼지 못하게 할 가능성이 있

다.

이 장에서는 기존의 테크놀로지 기반 확률 학습 환경, 즉 프로그래밍

언어 기반 확률 학습 환경과 ABM 기반 확률 학습 환경의 장단점을 살

펴보았다. 정리하면 코딩을 기반으로 한 확률 학습 환경은 학습자에게

연역적인 공식에서 벗어난 실험을 통해 방대한 자료를 처리하고 이를

분석할 수 있는 일련의 언어 체계와 다양한 시각적 출력물을 제시한다.

또한 ABM 기반 확률 학습 환경은 거의 대부분의 확률 학습 환경을 학

습자가 스스로 모델링 하고 이를 computational device에 실행하게 함

으로써 다양한 사고 실험을 할 수 있는 가능성이 있다는 것을 여러 연

구에서 밝혀왔다.

본 연구에서는 이러한 확률 학습 환경의 장점을 받아들여 두 가지의

학습 환경을 접목한 ABM 기반 확률 코딩 학습 환경을 설계하는 것을

목표로 한다. 단, 앞에서 언급한 단점을 보완해서 좀 더 학교 현장에 맞

는 환경을 제공해야 할 필요성이 있다. 먼저 교육용이 아닌 통계 분석

을 목적으로 만든 프로그래밍 언어 환경은 대부분 그 언어 체계가 전문

가 수준에게 맞추어져 있어 학습자가 다루기에 매우 난해하다는 점이

지적되어 왔다. 이에 좀 더 학습자에게 쉽게 다가가기 위한 교육용 소
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프트웨어는 쉽고 간편함이라는 요소에 초점을 맞추다 보니 직접 프로그

래밍을 이용한 언어 체계의 구성이 아닌 실행, 버튼 누르기, 숫자 입력

하기 등의 활동으로 활동 영역을 제한하고 있다. 이러한 환경은 공통적

으로 난수생성(random) 이외의 확률 현상을 모델링하기 위한 문자 표

현 체계를 제공하고 있지 않다(최인용, 2014). 신보미 & 이경화 (2006)

는 이러한 환경에서는 자신의 사고의 확인 수준에 머무르게 되어 확률

에 대한 직관적인 수준에 머물러 있게 할 가능성이 있다고 언급하고 있

다.

본 연구에서는 서로 대조적인 두 가지의 단점을 개선하면서 위에서 소

개한 두 가지의 환경의 장점을 살릴 수 있는 방법으로 ‘실행 가능한 표

현(executable)’을 통해서 현상을 모델링 할 언어 체계를 부각시키는 방

안을 고안하였다. 다음 장에서는 이 요소의 정의와 배경에 대해 자세히

살펴보고자 한다.

2. 실행 가능한 표현(Executable expression)

이 장에서는 앞 장에서 언급한 문제점을 해결할 수 있는 도구로 본 연

구에서 제시될 ‘실행 가능한 표현’에 대하여 알아본다. 이 코딩 도구가

가져야 할 조건에 대한 큰 틀이 될 수 있는 computational thinking에

대해 고찰하고 또한 이 도구의 등장 배경인 constructionism에 대해 살

펴봄으로써 이러한 흐름 속에서 ‘실행 가능한 표현’의 의의를 밝힌다.

2.1. Computational thinking

Computational thinking에 대한 많은 연구들은 학생들이 현대 사회에

있어서 가장 필수적이라 할 수 있는 컴퓨터와 함께 하는 구성 활동 도중

에 발현되는 사고력에 대해 구체화 하고자 노력하였다. Computational
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thinking은 문제 해결, 체제 설계, 그리고 인간의 행동 이해와 같은 것을

컴퓨터 과학에 기초하여 해당 개념들에 접근해가는 사고 방법이다

(Wing, 2006). Wing(2006)은 이 computational thinking(이하 CT)의 특

징을 총 여섯 가지로 정리하고 있다.

첫째. 프로그래밍이 아닌 개념화하기이다.

둘째. 기계적인 암기 기술이 아닌 기초적인 것이다.

셋째. 컴퓨터 하는 것이 아닌 인간의 방식으로 생각하는 것이다.

넷째. 수학적 사고와 엔지니어링(engineering) 사고를 보충하고 결합하

는 것이다.

다섯째. 인공물이 아닌 아이디어이다.

여섯째. 모두에게 어디에서나 사고할 수 있는 것이다.

컴퓨터 과학자인 그가 정의한 이 특징들에 의하면 computational

thinking은 단순한 프로그래밍 교육을 지정된 몇몇 학생들에게 기능적으

로 익히는 것으로 정의한 것이 아닌 어떠한 학습자에게도, 어떠한 분야

에서도 적용될 수 있는 사고이며 이는 기능적 사고가 아닌 그 기저에 내

포된 기초적 개념을 인간이 스스로 찾아내게 해 주는 열린 사고이다. 이

러한 정의는 수학 교육에 주는 영향이 적지 않다. CT 기반 학습 환경을

설계함에 있어서는 고차원적인 컴퓨터 인터페이스의 기능이나 프로그래

밍 언어를 기반으로 하여 학생을 엔지니어로 만드는 것을 지양하고 그

설계를 통해 학생들에게 제공하고자 하는 아이디어를 누구에게나 쉽고

익숙하게 구성할 수 있도록 해야 함을 시사한다.

CT의 핵심적인 요소는 바로 컴퓨터 사용 과정에서의 추상화

(abstraction)와 자동화(automation)이다. CT에서의 추상화란 학습자가

컴퓨터와 함께 학습하면서 구성활동을 함에 있어서 어떠한 개념을 기호

등의 여러 표현 체계로 나타내어 컴퓨터가 이를 실행할 수 있도록 하게

함을 의미한다. CT에서의 추상화란 상징적이기 때문에 매우 일반적인
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추상화 자동화

반복 36 { 가자 5; 돌자 10}

[그림 Ⅱ-6] Computational thinking의 추상화와 자동화

개념이다(Wing, 2008). Wing(2008)은 CT에서의 추상화는 수학과 물리

과학에서의 추상화보다 훨씬 더 풍성하고 복잡한 경향이 있다고 언급하

였다. 그 이유는 CT에서의 추상화는 실수 체계나 집합과 같은 명백하게

잘 정련된 혹은 쉽게 정의할 수 있는 수학적 추상화의 대수적 원리를 다

루어야 할 필요는 없다는 점, 또 다른 하나는 추상화가 궁극적으로 물질

계의 제약조건 하에서 실행되기 때문에 가장 최악의 경우나 실패했을 경

우 등을 다양하게 고려해야 한다는 점이다(Wing, 2008). 잘 설계된 컴퓨

터 기반 구성 환경은 학생들이 활동을 하면서 자연스럽게 추상화 과정이

발현될 수 있는 환경이며 그 추상화 과정이 잘 정돈된 수학적 개념이 아

닌 좀 더 다양하면서 풍성한 수학적 구조를 다룰 수 있는 환경일 때 의

미가 있다. 자동화란 우리의 추상화를 컴퓨터에서 실행해 보는 것이다.

컴퓨터 활용이란 우리의 추상화의 자동화이다(Wing, 2008). 학생들은 자

신이 스스로 사고하고 이를 구성한 수학적 과정을 마이크로월드에서 자

동적으로 구현할 수 있다. 이를 통해 자신의 추상화 과정에서의 사고에

대해 자동적으로 피드백을 받을 수 있고 이에 대한 조절과정을 통해 고

차원적인 수학적 구조를 파악할 수 있게 된다.
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<표 Ⅱ-2> Computational thinking의 핵심적인 개념과 구성 요소

(Barr & Stephenson, 2011)

구성요

소
컴퓨터 과학 수학

데이터

수집
문제 영역의 데이터 자료를 찾기

문제 영역의 데이터 자료를 찾기, 예

를 들어, 동전을 떨어뜨리거나 주사

위를 던지기

데이터

분석

데이터 집합에 대한 기초적인 통계

적 계산을 수행할 프로그램을 쓰기

동전 떨어뜨리기, 주사위 던지기의

사건의 횟수를 세고 결과 분석

데이터

표현

배열, 연결 리스트, 스택, 대기행렬,

그래프, 해시 테이블 등의 데이터 구

조를 사용

데이터를 표현하기 위해 히스토그램,

파이 차트, 막대그래프를 이용함; 집

합, 리스트, 그래프, 등을 이용함. 데

이터를 포함시킴

문제

분해

목적과 방법을 정의; 주요한 것과 기

능적인 것을 정의

주어진 표현을 작동시킬 명령에 적

용

추상화

기능을 수행하는 자주 반복되는 명

령 모음을 요약하기 위해 절차를 사

용; 조건, 회로, 귀납 등을 사용

대수에서의 변수 이용; 문장제 문제

에서의 필수적인 요소를 식별해냄;

대수에서의 함수와 프로그래밍에서

의 기능과 비교 연구;

문장제 문제를 해결하기 위해 반복

을 사용

알고리

즘과

절차

대표적인 알고리즘을 연구; 문제 영

역을 위한 알고리즘을 실시함

장제법, 인수분해를 실행; 뺄셈, 덧셈

을 실행

자동화

다음과 같은 도구를 사용:

GSP(Geometer Sketch Pad), Star

logo; python code snippets

평형화

병렬로 처리하는 방식과 같이 데이

터나 과제를 쓰레딩, 파이프 라이닝,

그리고 분도하기.

선형 체계를 해결; 행렬 곱셈을 시행

시뮬레

이션

알고리즘 애니메이션, 매개 변수 바

라보기.

데카르트 평면에 함수의 그래프를

그리고 변수의 값을 변경해 봄

LOGO 환경에서 원을 그리는 과정을 예로 들어보자. 학습자들은 어떻
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게 원을 그려낼 수 있을 것인가를 길이와 각으로 사고하여 이를 ‘가자’와

‘돌자’라는 명령으로 추상화 할 것이다. 적당한 길이만큼 가고 방향을 바

꾸는 과정을 반복하게 되면 원을 구성할 수 있다는 이 추상화 과정을 학

생들은 LOGO언어로 표현하여 거북이에게 실행시킬 준비를 할 것이다.

프로그래밍 언어는 컴퓨터를 활용하는 과정에서 쓰이는 문자열의 집합의

추상화이다(Wing, 2008). 이를 실행하면 거북이는 마이크로월드에 자동

적으로 원을 구성하게 될 것이다. 자동화 과정은 자신이 추상화한

LOGO 언어의 자동적인 실행을 통해 해당 수학적 개념을 구현하게 해주

는 마이크로월드이다.

우리는 현재 컴퓨터를 가지고 이메일을 보내거나 웹 브라우징, 워드 작

업, 그리고 게임을 하는 데 쓴다. 하지만 CT의 혁명은 그것들 보다 훨씬

더 깊은 아이디어가 숨어 있다. 이는 생각하는 방식을 바꾸어 준다. 컴퓨

터 관련 개념들(computational concepts)은 가설과 이론을 묘사할 수 있

는 새로운 언어를 제공한다(Bundy, 2007). 이 언어를 통한 다양한 사고

과정이 누구에게나 쉽고 그리고 어떠한 수학적 개념에서도 적용이 가능

한 과정으로써 학습이 용이하게(learnable) 설계가 되어야 한다. 언어는

어떠한 학생들이건 필기도구처럼 사용될 수 있게 필요한 요소만을 통해

쉽게 구성될 수 있도록 해야 할 것이며 이 언어를 에이전트에게 처리하

도록 함으로써 구성하는 computational process 안에는 나도 모르게 학

습할 수 있는 구조가 들어가 있어야 한다. 즉 CT에서는 추상화 및 자동

화 과정 속에 강력한 아이디어(powerful idea)가 내재된 코딩 언어 체계

를 강조하는 사고력이라고 할 수 있다.

CT 역량 강화와 코딩 교육의 중요성이 전 세계적으로 강조되고 있는

현 시점에서 이러한 시대적 흐름이 수학 교육이라는 분야에 시사하고 있

는 점에 대해 고찰할 필요가 있다. 많은 연구들은 CT을 수학 학습의 측

면에서 살펴보고자 하였으며 구체적인 학습 환경 설계 연구로 나아갔다.

Barr & Stephenson(2011)은 CT라는 사고력을 K-12 학년 대상 학교

현장에 적용하기 위한 노력을 기울이면서 이를 위한 CT의 요소들을 세
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분화 하였다. 그리고 이를 컴퓨터 과학, 수학, 언어학 등의 다양한 분야

에 대하여 각각의 구성요소가 어떠한 과정을 의미하는지를 예시를 통해

제시하였다. <표 Ⅱ-2>는 그와 관련하여 수학이라는 교과에 CT 구성

요소들이 접목되었을 때의 예시이다.

CT 역량 강화를 위한 수학 학습 연구에서 자주 언급한 요소 중에 하나

는 바로 Brennan & Resnick(2002)이 명시한 ‘시험하기 그리고 디버깅하

기 (testing and debugging)’라는 과정이다. CT 기반 도구의 가장 큰 특

징은 자신이 구성한 개념을 시험해 보고 즉각적인 피드백을 받을 수 있

다는 점이다. 그리고 만약에 이 시험에 오류가 발생하면 이를 수정해서

다시 해보는 과정을 스스로 시행해 볼 수 있다는 점이다. 이러한 점은

기존의 교육 환경에서는 구현할 수 없는 구체적인 구성 활동이며 수학

학습 환경을 설계함에 있어서도 이러한 요소가 적극적으로 반영되도록

설계가 되어야 할 것이다.

2.2. Constructionism과 실행 가능한 표현

Constructionism은 Piaget의 constructivism과 유사하지만 학습자가 구

체적으로 어떻게 활동하느냐 하는 것에 초점을 맞춘 실천적인 교육이론

이다(송민호, 2010). 그에게 있어서는 유의미한(learnable) 학습 환경을

학생들에게 제시함으로써 학생이 기존의 자신의 현 상황에 맞게 지식을

구성할 수 있게 해줘야 함을 주장하고 있으며 이에 이를 실현시키기 위

한 도구를 강조해왔다. 여기서 이를 실현시키기 위한 도구는 바로 ‘컴퓨

터가 풍부한 교육환경’이다. Papert의 ‘컴퓨터가 풍부한 교육 환경’은 학

습자가 적절한 소재를 조작하는 활동을 통하여 다양한 수학적 지식을 습

득할 수 있는 환경이다(송민호, 2010).

Papert는 컴퓨터를 통하여 학습자의 사고력을 기르고, 지식을 접근하는

방식에 대한 변혁을 꾀하였다. Papert는 어린이가 컴퓨터에 프로그램을

공급함으로써 우수하고도 초현대적인 지식을 습득할 수 있고 과학과 수
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학 그리고 지식의 모형체인 예술 같은 데에서 얻어지는 심오한 개념에

접근할 수 있으리라 생각하였다(Papert, 1990. p. 13). 이에 그는 어린아

이가 직접 프로그래머가 되어 컴퓨터에 ‘수학을 말하게 하는’ 도구는 어

떠한 형태가 되어야 할 것인지를 고민하였다. 그 도구가 바로 LOGO라

는 프로그램에서 제공하는 명령어이며 이를 통해 마이크로월드에서 학습

자와 함께할 ‘동반사고의 대상’은 바로 ‘거북이(turtle)’다.

LOGO는 길이를 만드는 ‘가자’와 각도를 만드는 ‘돌자’라는 두 개의 신

체 동조적 명령어를 기본으로 하여 다양한 명령어를 학생들이 직접 구성

하여 이를 실행하면 ‘동반사고의 대상’인 거북이가 해당 마이크로월드에

이를 구현하여 학생들과 컴퓨터의 상호작용을 돕는 프로그램이다. 컴퓨

터와의 상호작용하는 활동의 견인력, 그리고 컴퓨터가 학습자의 사고에

미칠 영향력에 대해 깊이 생각하여 왔던 Papert는 기본적으로 LOGO의

명령어라는 언어를 통해 컴퓨터를 필기도구로 사용할 수 있도록 환경을

구축하였다. 이는 constructionism 학습관에 따른 도구, 즉 컴퓨터가 제

공하는 단순한 조작을 수동적으로 따라하면서 지식을 수용하는 종래의

방식이 아닌 컴퓨터를 하나의 연습장으로, 프로그래밍 언어를 필기구로

삼아 자신이 스스로 능동적인 구성활동을 하고 이를 마이크로월드에 구

성해 봄으로써 학습자에게 의미 있도록 지식을 조직할 수 있게 해 주는

도구인 것이다.

조한혁(2003)은 컴퓨터의 등장은 교육이 추구하는 목표로 ‘know what',

‘know how' 보다는 정보화 tool을 이용한 ‘know with’를 강조하게 되었

으며 이러한 변화에서는 ‘know with'를 강조하는 정보화 시대에 맞는

새로운 마이크로월드 수학교육과정이 등장하게 될 것이라고 하였다. 또

한 폭발적인 지식의 증가와 지식 수명의 단축은 지식의 소유(to have)보

다 지식 만듦(to make)을 강조하게 되었다(조한혁, 2003). LOGO는

‘know with', 즉 ‘컴퓨터와 함께하는 학습’이자 'to make', 다시 말해

Papert(1991)가 정의한 ‘learning by making'을 할 수 있는 실천적 도구

이다.
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Papert는 LOGO라는 프로그램을 통해 모국어와 같이 언어 체계를 학습

하고 이를 통해 다양한 수학적 영역을 탐구 할 수 있기를 기대하였다.

‘가자’와 ‘돌자’라는 기본적인 ‘몸짓 언어’를 기초로 하여 학습자가 쉽고

편하게 다가갈 수 있으면서도 그 안에 수학적 구조에 대한 강력한 아이

디어가 숨겨져 있는 ‘black box’1)(Resnick, 2000)의 역할을 해야 한다고

하였다. 실행 가능함(executable)에 기초한 이러한 언어 체계는 학습자에

게 자신의 사고 과정을 거북이의 ‘몸짓 언어’로 구성해 보고 이를 실행함

으로써 자신의 전략에 대한 반성 및 수정이 가능한 표현이다. 즉, 거북이

의 ‘몸짓 언어’로 구성된 ‘실행 가능한 표현(executable expression)이라

고 정의할 수 있다.

실행 가능한 표현이란 문제 해결을 위해 실행 가능함(executable)을 가

정하고 있는 언어 체계를 의미한다. 문제 해결을 위해 학습자가 구성해

야 하는 어떠한 표현 체계, 그리고 표현 체계에 대한 즉각적인 피드백의

실행은 실행 가능한 표현의 핵심적인 특징이며 이는 다양한 학습 환경

설계 연구로의 적용으로 이어졌다. 실행 가능한 체계는 학습자와 과제의

현상 사이에 위치하여 둘 사이의 중개자 역할을 해야 하며, 이를 위해선

학습자가 표현하기 용이한 표현 체계를 선택하여 이를 자유롭게 조작하

고 디버깅하며 시각화 하는 과정 속에 학습이 이루어질 수 있도록 설계

되어야 한다.

조한혁 & 송민호(2014)는 텍스트 형태의 실행 가능한 표현에 대한 세

가지의 일반적인 특징을 다음과 같이 제시하였다.

첫 번째, 실행 가능한 표현에 사용되는 기호는 대상 또는 조작을 명시

적으로 지칭하고 있다.

1) 학습자에 의한 지식의 구성이 잘 일어나기 위해서는 지식의 구조를 정교하게 조직하고 조직된

지식의 구조를 학습자에게 의미 있는 활동의 형태로 변형하여야 한다(송민호, 2010). 우리는 이

런 지식의 구조가 암묵적으로 들어가 있는 의미 있는 활동의 형태로 변형된 것을 ‘black-box’

라고 한다. 오늘날 ‘black-box’는 좀 더 초보자들에게도 전문적인 과학적 경험을 하게 하기 위

한 데이터 수집 또는 측정하기 등의 학습에 효과적이지만 이와 동시에 이는 ‘불명료(opaque)’

(그들의 내부 구조는 감추어져 있어서 사용자들이 바로 이해하기는 힘든)하고 또 겉모습은 ‘부

드러운(bland)’형태를 취한다(Resnick, 2000).
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두 번째, 실행 가능한 표현의 사용은 학습자의 내면에 실행(executable)

할 수 있는 약속된 현상을 제시한다.

세 번째, 실행 가능한 표현은 학습자의 내부뿐만 아니라 외부 환경에서

도 기호 작용에 따른 결과물을 피드백으로 제시할 수 있다.

실행 가능한 표현 기반 학습 환경은 위의 세 가지의 특징이 전면에 드

러날 수 있도록 제시되어야 한다. 즉, 주어진 학습 대상에 대한 언어 표

현체계가 적절한 외부 환경 내의 결과물로 피드백 되어야함과 동시에 내

적으로도 실행될 수 있는 충분한 표현력을 보유해야 한다. 표현력은 어

떤 프로그래밍 구조나 언어가 주어진 문제를 표현할 수 있는 능력을 말

하는 것으로 학습 환경이 표현력이 풍부한 표현 체계를 가지고 있다는

것은 학습 목표에 관해 학생들이 사고하고 탐구할 수 있는 형태를 가지

고 있어야 하는 것을 말한다(우안성, 2013).

실행 가능한 표현 체계에 대해 자세하게 언급한 Noss & Holyes(1996)

의 연구에서는 컴퓨터에 기초한 실행 가능한 표현의 역할에 대해 강조한

다. 컴퓨터가 없는 환경에서 두 학습자 사이의 서로의 아이디어를 의사

소통하기 위한 언어로 학습자는 자연 언어와 수학 언어 사이에서 선택을

해야 한다. 전자는 일반적으로 의사소통에는 좋으나 수학과 같은 좀 더

정확하고 정밀한 담화를 이끌지는 못한다. 후자는 서로 반대된 특징을

지닌다. 컴퓨터는 의사소통과 정밀함이 서로 만날 수 있도록 하는 중간

세계이다(Noss & Holyes, 1996). 그가 강조한 실행 가능한 표현 체계의

중개자적 역할은 수학 언어와 자연 언어 체계 사이의 중개자 역할 뿐만

이 아니라 학습자와 컴퓨터 사이의 혹은 학습자와 현상 사이의 중간 매

개체 역할을 강조한다. 실행 가능한 표현은 그 자체가 현상의 모델링을

위한 언어 체계이자 학습자 간에 혹은 교사와 학습자, 현상과 학습자 간

에 의사소통의 도구가 된다.
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[그림 Ⅱ-7] JavaMAL 마이크로월드

본 연구에서 LOGO 기반 JavaMAL 마이크로월드를 학습 환경의 배경

으로 선택한다. JavaMAL 마이크로월드 기반 학습 환경에서는 우선 학

습자가 마이크로월드에서의 대상을 조작하여 인공물을 구성하기 위한 표

현 체계로써 프로그래밍 언어(programming language)의 사용을 중요하

게 여긴다. LOGO에서는 ‘가자’와 ‘돌자’ 명령이 기본적인 프로그래밍 언

어가 된다. 학생들이 키보드를 사용하여 명령어를 입력하면 그 입력에

해당하는 것을 컴퓨터가 실행하여 화면에 시각적인 대상을 만들게 된다.

이렇게 수학 학습 환경으로 보면 프로그래밍 언어는 전문적인 지식을 요

하는 것이라기보다는 학습자와 마이크로월드가 상호 작용 할 수 있게 하

는 문자 표현이 된다(우안성, 2013).

이러한 특징을 가진 LOGO 기반 학습 환경에서는 거북이라는 에이전트

를 움직일 ‘몸짓 언어’ 기반 프로그래밍 언어 자체가 위에서 언급한 실행

가능한 표현의 특징을 극명하게 드러나게 할 도구가 된다. LOGO 기반

마이크로월드 환경에서 실행 가능한 표현은 즉각적인 피드백을 거북이의
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움직임으로 제시해 줄 뿐만 아니라 그 언어 그 자체로 학습자와 학습자,

학습자와 컴퓨터, 학습자와 현상, 그리고 수학 세계와 일상 언어 사이의

상호 작용을 돕는 중요한 역할을 한다.

Noss & Hoyles(1996)는 주어진 일반적인 현상에서 아이디어를 표현하

기 위해 충분히 일반적이지만 학습자가 조종할 수 있고 친숙한 형태의

표현으로 정돈해서 학습자에게 도구로 제시되어야 유의미한 학습 환경을

가져올 수 있음을 강조한다. 적절한 현상을 선택, 이를 통해 중재자 역할

의 언어체계로 학습자와의 매개 역할을 할 실행 가능한 체계의 선택은

computational thinking 역량 강화와 더불어 학습자 스스로 현상을 설계

해가는 즐거움을 줄 수 있을 것이다.

3. 거꾸로 교실(Flipped learning)

3.1. 학습 환경에 관한 네 가지 관점

Bransford et al(2000)은 효과적인 학습 환경 설계를 위한 네 가지 학습

설계의 원리로 공동체 중심 원리, 학습자 중심 원리, 지식 중심 원리, 평

가 중심 원리를 제시하였다. 본 학습 환경을 활용한 수업 형태는 이러한

원리를 지키면서 효과를 극대화 할 수 있는 형태로 제시되어야 한다. 이

절에서는 본 연구에서 제시하는 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 탐구

프로그램을 위의 학습 설계 원리를 바탕으로 하여 그 의의를 찾아본다.

첫 번째로 학습자 중심 원리는 교육 상황에서 학습자의 지식, 기술, 태

도, 믿음 등에 특별히 주의를 기울이는 것을 말한다(Bransford et al,

2000). 학습자 중심의 환경에서 주요한 전략은 학습자로 하여금 다양한

상황에 대해 예측해 보도록 하고, 예측 이유에 대해 설명하도록 함으로

써 자신의 지식 구조를 설명하고 발달시키도록 촉진하는 것이다(최인용,

2014). 이를 위해서는 수업 형태를 만들 때 학습자의 선행경험을 이해하
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고 이를 시작점으로 하여 스스로 구성활동을 할 수 있는 도구를 적절히

제시하는 것이다. Branford et al(2000)은 학습자 중심 환경에서 교사의

역할은 학생의 흥미와 열정뿐만 아니라 학생이 무엇을 알고 있고 무엇을

할 수 있는지, 즉 각 학생이 무엇을 알고 있는지, 무엇을 걱정하는지, 무

엇을 할 수 있고, 무엇을 하기를 원하는가를 알기 위해 노력해야 한다고

주장하고 있다. 수업 형태를 설계함에 있어서 본 실행 가능한 표현 기반

학습 환경은 개별적인 도구와 개별적인 피드백이 가능한 환경이다. 교사

는 학습자가 환경과 상호 작용하면서 학습자의 현재 지식 그리고 학습자

스스로 구성해가는 지식 등을 고려하여 적절한 비계(scaffolding)를 제시

해야 한다.

[그림 Ⅱ-8] 학습 환경에 대한 관점(Bransford et al, 2000)

두 번째로, 지식 중심 환경에서는 심도 깊은 이해와 이후 계속되는 학

습전이 과정을 거쳐 학생의 지식이 더욱 풍부해지도록 도와줘야 한다는

점을 견지하고 있다(Bransford et al, 2000). 이에 본 프로그램을 활용한

수업에서는 학습자가 개별적으로 지식을 구성하지만 그 구성 활동이 단

순한 코딩 활동으로 끝나지 않게 하는 수업 형태를 제시해야 한다. 현상

을 스스로 해석하고 이를 통해 피드백을 받아 스스로 ‘What if?’ 전략을
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세우며 활동을 했다면, 교사는 개별적으로 혹은 학습자간의 상호 작용을

통해서라도 그 전략 속에 담겨진 수학적 구조를 끌어낼 수 있도록 도와

야 한다. 본 학습 환경을 통해 배우고자 하는 수학적 지식은 이항 분포

와 관련한 확률적 지식이다. 학습자의 수준을 고려하여 치밀하게 과제와

도구를 선택하고 이를 구성활동을 하게 함과 동시에 현재 소유하고 있는

지식에 맞추어 정리해주는 수업 형태가 필요하다. 또한 이항 분포의 핵

심 요소인 시행 횟수와 사건의 발생 확률 두 가지에 대한 심도 있는 사

고를 위해 학습자가 설계한 실행식 내의 두 요소에 해당하는 부분을 자

유롭게 바꾸어 보고 ‘What if?’ 전략을 세워 핵심 요소의 수학적 의미를

찾아갈 수 있는 과제를 제시할 수 도 있다.

세 번째로, 학습자 중심 및 지식 중심과 더불어 효과적으로 설계된 환

경은 평가중심이어야 한다. 평가의 주요 원리는 피드백과 수정의 기회를

제공해야 한다는 것과 평가의 대상이 학습목표와 일치되어야 한다는 것

이다(Bransford et al, 2000). 본 연구의 학습 환경은 실행 가능한 표현을

기초로 하기에 즉각적인 피드백과 언어 체계의 계속적인 수정 과정이 핵

심이 되는 환경이다. 실행 가능한 표현 기반 학습 환경은 기본적으로 평

가 중심 원리를 지키기에 수월한 학습 환경이다. 수업 형태 내에서 고려

해야 할 점은 이러한 바탕에 이항 정리와 관련한 수학적 사고의 변화를

효과적으로 평가할 수 있는 과제들을 구축하는 것이다. 학습자가 모델링

할 수 있는 적절한 현상을 찾아야 하며 이를 바탕으로 학습자의 표현 및

수행 능력을 평가할 수 있는 형성평가 및 종합평가가 필요하다. 철저히

현상에 기초로 한 확률적 상황을 제시해야 하며 학습자의 실행식 체계

및 수행 평가지 등을 통해 지속적으로 평가를 해야 한다. 학습자간의 토

론 수업 형태 및 댓글 형태의 상호 교류를 통해 학습자의 사고의 변화를

평가할 수도 있다.

마지막으로, 공동체중심의 환경이 고려되어야 한다. 학습이론의 발달은

환경이 어느 정도 공동체 중심인가가 학습에 중요하다는 점을 시사하고

있다(Bransford et al, 2000). 이상적으로 학생, 교사 그리고 관련된 모든
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사람이 학습활동과 학습에 대한 높은 기준을 중시하는 규범을 공유해야

한다. 이러한 규범은 사람이 상호작용할 수 있는 기회를 증가시키고, 피

드백을 주고 학습하게 한다(최인용, 2014). 본 프로그램은 인터넷 환경을

기초로 하고 있어 의사소통의 장소를 충분히 마련해 줄 수 있다. 본 학

습 환경을 이용한 수업 형태는 이 점을 충분히 활용할 수 있어야 한다.

즉, 해당 과제에 대한 학습자 사이의 댓글 혹은 채팅창과 같은 의사소통

의 장을 통해 서로의 생각을 공유하고, 실행 가능한 표현이라는 수학 언

어 체계를 통해 자유롭게 그 체계를 게시판에 서로 공유하고 확인하는

작업을 통해 풍부한 의사소통을 이끌어 낼 수 있는 수업 형태를 제시할

수 있게 된다. 컴퓨터와의 상호 작용뿐만 아니라 웹 기반 환경을 충분히

활용한 구성원들 사이의 상호 작용이 가능하며 수업 형태는 이러한 점을

충분히 반영한 토론 수업 혹은 협동 수업 형태가 진행되어야 한다.

3.2. 거꾸로 학습을 기초한 수업

Bransford et al(2000)이 제시한 학습 환경의 네 가지 관점, 즉 학습자

중심, 지식 중심, 평가 중심 환경을 공동체 중심 환경에 기초한 학습 환

경을 본 연구의 학습 환경을 바탕으로 설계하기 위해선 실행 가능한 표

현 기반 학습 환경의 장점을 극대화할 수 있는 통일된 수업 형태가 필요

하다. 이를 위해서 본 연구에서 제시하는 수업 형태는 웹 기반 학습 환

경의 발달과 더불어 최근 관심의 대상이 된 수업 형태인 거꾸로 교실

(flipped learning)을 살펴본다.

Bergmann & Sams(2012)는 거꾸로 교실이란 기본적이고 핵심적인 교

과내용을 교사가 제작한 동영상을 통해 학생들이 수업 전에 미리 보고

오게 하고 수업시간에는 질의·응답이나 토론, 또래학습, 팀별 활동 등 학

생 중심 학습으로 바꿈으로써 기존의 수업형식을 뒤집은 것이라고 하였

다(이민경, 2014 재인용). 거꾸로 교실은 특정한 교수 방법이 아니라 교

실 수업에 접근하는 새로운 인식 체계 또는 사고 체계, 즉 패러다임이다.
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거꾸로 교실은 학생의 배움이 중심이 되도록 전통적 수업 패러다임을 완

전히 뒤집어서 다양한 학생 개개인이 자신의 학습 능력, 방법, 속도에 맞

추어 스스로 배울 수 있도록 접근하는 새로운 ‘패러다임’이다(박상준,

2015).

<표 Ⅱ-3> 수업 패러다임의 전환(박상준, 2015)

전통적 수업 패러다임 거꾸로 교실 패러다임

○ 교사 중심의 수업(교사 주도의

획일적 강의 → 학생의 수동적

학습)

○ 학생 중심의 학습(교사의 학습

지원 → 학생의 자기 주도적

학습 및 능동적 ·자율적 학습)

○ 교사, 수업의 전달자 또는 통제자

○ 학생, 수동적 학습자

○ 교사, 수업의 안내자 또는 학습의

친구

○ 학생, 자기 학습의 통제권 행사

○ 지식의 전달 및 이해
○ 지식의 활용 및 고차적 사고력

신장

○ 강의식 수업 또는 직접 교수법

○ 중간층 학생 대상 획일적 수업

○ 개별학습/ 개별 보충 학습/ 자기

속도 맞춤 학습

○ 탐구, 보충학습 등 다양한 활동의

비동시적 수행

○ 개인별 학습 속도의 조절 곤란 ○ 개인별 학습 속도의 조절 가능

○ 대집단 학습 ○ 소집단 학습/ 개별 학습

Bergmann & Sams(2012)는 이러한 패러다임의 구체적인 교실 모형으

로 두 가지를 제시한다. 하나는 모든 학생이 집에서 ‘똑같은’ 수업 비디

오를 본 후에, 교실 수업에서 ‘동일한’ 과제나 실험을 똑같이 수행하는

방식인 ‘거꾸로’ 교실 기본 모형(a regular flipped model)이다. 하지만 이

러한 모형은 모든 학생이 똑같은 내용의 수업 비디오를 시청하고, 교실

에서도 ‘동일한’ 과제를 부여받고, ‘똑같은 방법과 속도’에 맞추어 ‘동일

한’ 활동을 수행했기 때문에, 학생의 수준에 맞는 배움이 실질적으로 일

어나지 못한다(박상준, 2015).
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<표 Ⅱ-4> 거꾸로 교실과 거꾸로 완전 교실의 비교 (박상준, 2015)

구 분 거꾸로 교실 기본 모형 거꾸로 완전 교실 모형

공통점

○ 모든 학생에게 동일한 학습목표와 내용이 제시된다.

○ 학습 활동의 과정은 유사하다(교실 밖 예습 → 질의·응답 → 모둠 활동 →
평가)

○ 모둠에서는 학생들은 서로 협력하여 과제를 완성한다.

○ 교사는 교실을 순회하며 지도한다.

수업 자료

○ 하나의 비디오 제공 :

학생에게 똑같은 비디오 한 가지만

제공한다.

○ 같은 비디오의 시청 : 학생은

비디오를 같은 날 동일하게

시청한다.

○ 다양한 수업 자료의 제공 :

학생에게 비디오, 교재, 과제물 등

수업자료를 다양하게 제공한다.

○ 자료의 선택권 : 학생은 자신의

학습 능력과 속도에 맞는 수업자료를

선택해 학습할 수 있다.

교실 활동

○ 동일한 활동 과제의 부여 : 교실

수업에서 모든 학생에게 동일한 활동

과제가 부여된다.

○ 동시적인 활동 수행 : 모든 학생이

똑같은 학습 속도로 활동한다.

○ 다양한 활동 과제 : 학생의 수준과

능력에 따라 ‘서로 다른’활동 과제를

부여한다.

○ 비동시적인 활동 수행 : 각 학생은

이해도와 학습 능력과 속도에 맞추어

서로 다른 활동을 비동시적으로

수행한다.

○ 개인 맞춤형 보충 학습 : 내용을

이해 못한 학생들에게는 개별적으로

보충학습의 기회를 주고, 다시

설명해 준다.

평 가

○ 동일한 평가 방식 : 모든 학생이

동일한 시험문제로 동시에

똑같이 평가를 받는다.

○ 한 번의 시험 기회 : 모든

학생이 같은 날 똑같은 총괄평가

시험을 친다.

○ 다양한 평가 : 학습목표의 달성도를

측정하기 위해 평가는 다양한

방식으로 실시된다.

○ 평가방식의 선택 허용 : 다양한

평가 방식 중에서 학생이 선택하여

총괄평가를 받을 수 있다.

○ 재시험 : 학생은 자기 능력에 따라

서로 다른 버전의 시험을 치고,

보충학습을 통해 재시험을 칠 수

있다.

이에 Bergmann & Sam(2012)은 Bloom의 완전 학습 모형, 즉 모든 학

생이 각자 ‘자신의 학습 속도에 맞추어’ 학습 목표에 도달할 수 있다는

가정하의 모형에 이 거꾸로 교실을 결합한 ‘거꾸로 완전 교실 모형

(flipped-mastery classroom model)’을 제안한다. 이 모형의 기본 전제는

학습자의 개별적 능력과 속도에 맞추어 모든 자료와 활동 그리고 평가를
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다양하게 제시해야 한다는 것이다. 이러한 방식은 수업시간에 학생들이

자신의 학습 능력과 속도에 맞는 다양한 활동을 서로 다르게 수행한다.

즉, 어떤 학생은 수업 비디오를 보면서 다시 공부하고, 어떤 학생은 실험

이나 탐구 활동을 하고, 다른 학생은 모둠에서 활동하거나 컴퓨터로 형

성평가 시험을 치기도 한다.

이러한 패러다임의 생성은 위에서 언급한 Bransford et al(2000)의 네

가지 학습 과학의 관점과도 일치된다. 즉, 이 패러다임의 핵심은 교실에

서 진행되는 교사 중심의 수업에서 학습자 중심 학습으로의 전환을 꾀하

고 있다는 점이다. 이와 더불어 단순한 지식의 습득이 아닌 이를 이용한

다양한 활용과 현상으로의 적용을 그 목적으로 한다. 그렇기 때문에 지

식 중심 환경이다.

교육적 테크놀로지는 거꾸로 교실을 구성하는 핵심적인 요소이다(이민

경, 2014). Bergmann & Sam(2012)의 기본적인 거꾸로 교실 모형도 테

크놀로지 기반 환경이나 동영상 등을 이용한 형태이다. 이는 기본적으로

즉각적인 피드백이 가능한 환경임과 동시에 교실 수업에서의 평가의 역

할을 좀 더 강조할 수 있는 환경을 기초로 한다. 또한 테크놀로지의 풍

부한 의사소통 능력 및 교실 환경 내의 협동 학습이 가능하게 하는 이

패러다임은 공동체 중심 학습 환경의 원칙에도 부합한다.

정리하면 거꾸로 교실은 현재 획일적인 교실 환경 패러다임에서는 구현

할 수 없는 진정한 학습자 중심의 학습 환경을 전제로 하는 패러다임이

다. 테크놀로지의 힘을 빌려 교실 내에서 행해지는 학습을 학습자 스스

로 하게 한 후 교실 환경에서 이러한 구성 활동이 좀 더 풍부하게 열매

맺도록 하는 다양한 정리 활동과 평가 활동 및 토론 학습을 진행하게 함

으로써 Bransford et al(2000)에 부합하는 수업 형태가 가능해 질 수 있

게 된 것이다.
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Ⅲ. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 탐구

수업 지도안

이 장에서는 이항 분포라는 확률 구조에 대한 구성 활동을 설계하고 이

를 통해 제시할 수 있는 수업 지도안을 고찰한다. 이러한 설계는 실행

가능한 표현이라는 도구를 통해 확률 실험을 하고 서로 의사소통하는 과

정을 통해 학교 현장의 학습자에게도 유의미한 확률 코딩 기반 학습 환

경을 제시하는 것을 목표로 한다.

본 연구는 총 두 번에 거친 설계 과정을 통해 완성되었다. 먼저 중학생

을 대상으로 한 이항 분포 탐구 프로그램을 설계한 후 이 환경에서 보완

해야 할 점을 개선하여 초등학생 대상 이항 분포 탐구 프로그램을 재차

설계하여 적용해 보았다.

이 때 초등학생 대상 이항 분포 탐구 프로그램에서 제시하는 실행 가능

한 표현은 이항 분포의 현상을 간단한 ‘몸짓 언어’로 모델링 할 수 잇도

록 설계되었다. 이에 다양한 현상을 학습자에게 모델링의 대상으로 제공

할 수 있으며 이에 따른 다양한 사고 실험을 진행할 수 있다.

이 장에서는 이러한 현상 과제를 바탕으로 한 수업 지도안을 제안한다.

그리고 이러한 학습을 유의미하게 진행할 수 있게 할 수업 형태로 ‘거꾸

로 교실’의 패러다임에 맞춘 수업 형태를 살펴본다.

1. 이항 분포 탐구 프로그램 설계

앞서 살펴본 이론적 배경을 기초하여 이항 분포에 대한 구성 활동을 설

계하고 이를 통해 실행 가능한 표현 기반 학습 환경의 효용성을 연구한

다. 본 연구에서는 총 두 번에 거친 적용 연구를 진행되었다. 먼저 중학

생을 대상으로 이항 분포 학습 환경을 설계하여 적용하였다. 그리고 이
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환경의 부족한 점을 고찰한 후 이를 통해 초등학생을 대상으로 할 학습

환경에 필요할 실행 가능한 표현들을 설계하였다.

Constructionism 기반 학습 환경의 핵심은 학생들이 직접 자신의 생각

을 실행 가능한 (executable expression)으로 구성해 보고 이를 자동적으

로 에이전트에게 실행하게 하는 마이크로월드가 갖추어진 환경을 구축하

는 것이다. 이에 본 프로그램의 설계를 위해선 이항 분포의 핵심 요소들

을 학생들이 코딩할 수 있게 하는 실행식이 필요하였다. 이러한 실행식

을 통해 이항 분포 현상을 모델링하고 이를 시뮬레이션 할 수 있는 학습

환경을 설계한다.

1.1. 중학생 대상 탐구 프로그램

중학생들을 대상으로 제시한 이항 분포 탐구 프로그램은 조합론

(combinatorics)이라고 불리는 수학 분야에서 도로망 방법(block walking

method)이라는 하나의 방법론에서 착안하였다. 이 방법은 경우의 수 뿐

만 아니라 파스칼의 삼각형 혹은 이항 정리와 같은 다양한 수학적 분야

를 스토리텔링 방법으로 제시하고 있다. 초기 확률 학습 환경은 위의 방

법론이 중학교 학생들에게도 적용이 될 수 있는 스토리이며 이를 먼저

선행 지식으로 보유하고 있다면 랜덤 워크 모델을 제시했을 때 사고 실

험 결과 분석 및 정당화가 좀 더 유의미하게 다가갈 것이라는 전제에서

시작한다. 이 절에서는 초기 확률 학습 환경의 이론적 배경이 도로망 방

법에 대해 간단히 다루고 이를 바탕으로 설계된 Random Block

Walking(이하 RBW)에 대하여 살펴보겠다.

1.1.1. 도로망 방법(block walking method)

조합론이란 유한한 집합에서의 대상들을 선택하고 배열하는 것을 포함

하는 계산의 원리로 정의할 수 있을 것이다(English, 2005). 이 분야는
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우리나라에서 제 7차 교육과정의 ‘이산수학’ 교과에서 심도 있게 다루어

졌으나, 현행 교육과정에서는 이산수학 교과의 폐지로 인해, 그 비중이

많이 줄어든 상태이다. 하지만 조합론적 사고의 강력한 아이디어는 학교

수학에서 조합론적 사고를 증진시켜야 하는 필요성을 대두시켰다. 수학

교육자들은 오래 전부터 이산수학의 가치와 학교교육과정에서 조합론적

사고를 육성하는 가치를 인식하여 왔다(김서령 외 2인, 2007).

세기 문제는 그 문제의 특성상 단순한 계산적(computational)인 방식으

로 유의미한 문제 해결 학습을 이룰 수 없다. 주어진 세기 문제의 본성

에 의해 적절한 상황과 문제를 연결시킬 수 있는 능력이 바로 성공적인

학습자가 가져야 할 필수적인 관점이다(Lockwood, 2011). 즉, 세기 문제

와 동형이면서도 학습자에게 익숙한 상황을 제공하되 이 동형 구조를 쉽

게 파악할 수 있도록 상황을 잘 설계하여 학습자에게 제공해야만 조합론

적 사고를 증진시킬 수 있다. 조합론에서 다루고 있는 문제들은 이야기

적(narrative)인 요소를 보유하고 있고 컴퓨터 프로그래밍을 접목했을 때

해당 내용을 학습이 용이하게(learnable)하게 만들어 줄 수 있다는 특징

이 있다.

이러한 조합론적 사고 모델과 더불어 조합론 분야에서 이러한 사고를

신장시킴과 동시에 이항 분포의 현상을 조합론적 논증(combinatorial

proof) 방식으로 이야기하듯 학습할 수 있는 방법론인 도로망 방법(block

walking method)을 제시하고 있다.

도로망 방법은 [그림 Ⅲ-2]와 같은 도로망에서 출발점에서 특정 지점까

지 가는 경로의 수를 다루는 조합론적 논증이다. 출발점에서 특정지점까

지 가는 경로의 수는 “출발점에서 번 내려왔을 때, 그 중 번 오른쪽

대각선으로 내려오는 지점을 선택하는 경우의 수”로 연결이 되며, 결국

은 해당 경로의 수는 ‘조합(combination)'의 수, 라고 하는 경우의 수

로 재해석된다. Tucker(2002)는 주어진 도로망을 움직이는 경로에 대한

특징을 수학적 구조로 재해석을 하여 다양한 공식들을 정당화하고 있는

데 조합의 기본 성질부터 ‘이항 항등식(binomial identity)’ 그리고 ‘파스
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[그림 Ⅲ-1] 도로망 방법 (Block walking method)의 모델 (Tucker,

2002)

칼의 삼각형(Pascal`s triangle)’ 등이 도출된다. 예를 들면 [그림 Ⅲ-2]에

서  지점까지 오는 경로의 수는 총 4가지인데 이는  지점까지

오는 경로의 수와 일치한다. 그 이유는 ‘4번 내려왔을 때 그 중 한번만

오른쪽으로 내려오는 경로의 수’와 ‘4번 내려왔을 때 그 중 한번만 왼쪽

으로 내려오는 경로의 수’가 둘 다 4가지 중 1가지를 선택하는 방법의

수인 로 동일한 상황인데 전자가  지점, 후자가  지점이기 때

문이다. 이를 재해석하면 ‘  ’이라는 공식을 도출할 수 있다.

1.1.2. Random Block Walking(RBW)

Tucker(2002)가 제시한 도로망 방법은 본 연구에 취지에 좀 더 맞는 학

습 환경을 설계하기 위해 세 가지의 개선점이 요망된다. 첫 번째는 해당
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<표 Ⅲ-1> 도로망 구성 프로그램의 black-box

번

호
실행 가능한 표현 실행 가능한 표현의 해석 설계 의도

1
X = ‘L+[2], R+[2]’

do 4X

왼쪽 대각선 두 번, 오른쪽 대각선

두 번으로 총 네 번 아래로 내려오

는 경로는  지점에 항상 도착



2

X = ‘L+[3], R+[1]’

do 4X

X = ‘L+[1], R+[3]’

do 4X

 지점과  지점으로 가는

경로의 수는 4번 내려가는 도중 한

번의 왼쪽을 선택하는 경우와 한

번의 오른쪽을 선택하는 경우이다.

  

3
X = ‘L, R’

do 4X

왼쪽, 오른쪽 둘 중 하나를 선택하

여 총 네 번을 무작위로 선택하여

내려가게 되면 거북이가 4번째 가

로줄에 있는 지점에 무작위로 도착

하게 된다.

 

⋯   



도로망의 지점에 해당하는 부분이 명확하지 않다. [그림 Ⅳ-10]을 보면

출발점에서 움직이는 도로에 시각적으로 초점을 맞추었으며 어느 부분이

지점을 나타내는 지에 대해서는 시각적으로 모호하다. 두 번째는 출발점

에서 도로망을 움직이는 대상이 존재하지 않는다는 점이다. 학습자의 의

도대로 출발점에 위치하여 해당 도로망을 직접 움직일 행위 대행자, 즉,

에이전트의 부재는 학습자가 행동 시뮬레이션을 할 수 있는 대상의 부재

를 의미하기 때문에 자칫하면 도로망의 움직임과 학습자의 인지과정의

괴리를 불러일으킬 가능성이 있다. 마지막으로는 해당 경로를 표현해 줄

수 있는 문자로 된 표현 체계가 존재하지 않는다. 즉, 학생들이 해당 도

로망에서 경로의 특징을 찾아보려고 해도 자신이 생각하고 있는 경로를

나타낼 수 있는 표상이 존재하지 않는다. 이는 학습자의 추상화 과정에

도움을 줄 수 있는 상징체계가 존재하지 않음을 의미한다.

본 연구에서는 위의 세 가지의 개선점을 해결해 줄 수 있는 학습 환경

을 JavaMAL 마이크로월드에서 찾고자 하였다. 즉, 거북이라는 에이전트
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<표 Ⅲ-2> RBW에 도입된 실행 가능한 표현

번

호
실행 가능한 표현 표현의 의미

1

약속  표 { n = xc+100 

;ary_n=ary_n +1 ;tt blue;

move 0,-0.1*ary_n } 

최종 종착지에 도착한 경로의 횟수

를 도수분포표로 만드시오.

2
반복   500   {do 

([##random])5X 표 ([0#25])} 

도로망 프로그램에 구현된 경로 명

령어를 500번 반복 실행하시오.

에게 해당 도로망의 지점을 마음껏 움직이게 하고 이를 통해 구성된 경

로를 ‘가자’ 및 ‘돌자’라는 신체 동조적 명령어를 기반으로 한 기호 체계

를 통해 추상화할 수 있도록 한 후 이를 자동적으로 실행하게 하여 수학

적 구조를 올바르게 추상화 하고 자신의 생각을 반성해 볼 수 있는 학습

환경을 구성하고자 한다.

초기의 이항 분포 탐구 프로그램은 위의 도로망을 점으로 간단히 도식

화 한 후에 에이전트의 움직임을 두 가지의 선택사항, 즉 도로망 방법에

서 제시하고 있는 ‘왼쪽 대각선’ 과 ‘오른쪽 대각선’ 두 가지의 사항으로

한정하여 도로망을 움직일 수 있게 하는 환경을 제시하였다. 이는 약속

명령을 통해 각각 L과 R이라는 실행식으로 구현하였다. 이를 바탕으로

자신이 원하는 경로를 구성해 봄으로써 다양한 조합론적 논증이 가능할

수 있도록 설계하였다.

이 학습 환경에서 사용될 실행 가능한 표현들은 Tucker(2002)가 제시한

도로망 방법의 조합론적 논증을 시도하도록 암묵적으로 이끌 black-box

이다. 학생들이 치환 문자 및 린덴마이어 표현을 적용 명령 체계를 만들

어보고 이를 실행했을 때 나타나는 경로들은 각각 설계자의 의도가 들어

간 체계로 설계자는 이를 드러내지 않은 채 학습자가 직접 그 의미를 파

악할 수 있도록 즉각적인 피드백을 마이크로월드 상에 구현해 낸다<표

Ⅲ-1>.

이러한 도로망 방법 탐구 프로그램 환경에서 학습자가 구성한 경우의

수 활동을 좀 더 발전시켜 확률적 상황에 대한 사고 실험이 가능할 수
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[그림 Ⅲ-2] RBW 학습 환경 프로그램

있도록 확장할 수 있는 아이디어를 적용하여 Random Block Walking(이

하 RBW)을 설계하였다.

기존의 도로망 방법 탐구 프로그램에 랜덤 워크의 취지를 반영하기 위

해, 즉 무작위로 표현되는 경로의 분배 상황을 나타내 주고 종착지에 도

착하는 경로의 개수를 통해 확률적 상황을 학생 스스로 구성해 볼 수 있

는 환경을 설계하기 위해 두 가지 명령 체계를 포함시켜야 한다. 하나는

해당 거북이가 실행 가능한 표현을 반복적으로 실행하게 하여 해당 경로

의 분포를 파악하도록 하는 체계, 또 다른 하나는 이 경로들의 도착하는

종착지의 횟수를 표현하게 하여 종착지에 도착하는 경로의 수를 가지고

확률적 상황을 탐구할 수 있게 하는 체계이다. JavaMAL 마이크로월드

상에서는 이 두 요소가 모두 가능한 실행 가능한 표현이 존재한다. 즉,

거북이가 경로를 만드는 작업을 반복적으로 실행할 수 있도록 ‘반복’ 명

령을 도입하여 학생들이 추상화한 실행 가능한 표현을 반복하도록 하였

으며, 종착지에 거북이의 도착 횟수를 학생들이 탐구할 수 있도록 도수

분포형식의 막대그래프를 생성하는 ‘표’라는 명령을 도입하였다<표 Ⅲ

-2>.
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RBW 학습 환경의 목표는 학생들이 도로망 방법 탐구 프로그램에서 얻

은 경로에 대한 시뮬레이션을 그대로 확률 상황에 적용할 수 있도록 하

는 것이다. 따라서 도로망 방법 탐구 프로그램에서 사용했던 마이크로월

드 상의 도로망을 그대로 유지하여 종전의 경험이 RBW 프로그램에도

영향을 줄 수 있도록 설계하였다. 또한 학생들이 [그림 Ⅲ-3]에 표시된

확률식의 확률을 다양하게 바꾸어 봄으로써, 다양한 확률상황에 대해 적

용할 수 있도록 하였다.

1.1.3. 중학생 대상 학습 환경의 보완해야 할 점

중학생 대상 이항 분포 탐구 환경인 도로망 탐구 프로그램과 RBW 모

델을 직접 적용해 봄으로써 본 연구에서는 이 환경에 대해 보완해야 할

점을 정하였다.

먼저 해당 학습 환경은 치환문자 와 실행 명령 do를 제외하고는 학생

들이 실질적으로 다룰 수 있는 실행식이 존재하지 않았다. 즉, 해당 경로

의 두 가지 선택사항에 대한 학습자의 구성 활동은 가능하나 그 밖에 사

항에 대해서는 이미 만들어진(ready made)된 환경이라는 것이다. 게다가

해당 현상의 경우의 수를 파악할 수 있는 도로망 탐구 프로그램과 현상

의 확률적 사고를 신장시킬 RBW 환경이 서로 다른 게시판에 만들어져

있는 형태로 제시되어 있기 때문에 두 가지의 수학적 구조 사이의 괴리

가 생길 수 있다. 이에 본 연구의 취지에 부합하려면 좀 더 실행식에 초

점을 맞추어 이에 대한 보완이 필요하였으며 경우의 수 상황이 그대로

확률 상황과 연결시킬 수 있도록 학습자가 직접 설계할 수 있는 재료를

제시하여야 한다. 이에 ‘린덴마이어 확률 표현’, ‘도수분포준비’와 ‘반복’

그리고 ‘값’이라는 실행식을 기초로 하여 확률 학습 환경을 직접 학습자

가 디자인 할 수 있도록 보완하였다. 이 실행식을 기초로 하여 학생들이

구성 활동을 하고 학습자 스스로 새롭게 해당 학습 환경을 새롭게 바꾸

어 보려는 욕구에 따라 새로운 실행식을 학습자에게 재료로 추가해 주는
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방식으로 확률 학습 환경을 보완하고자 하였다.

두 번째 보완점은 초기의 이항 분포 탐구 프로그램은 도로망 방법에서

착안한 경로를 선택하였기 때문에 파스칼의 삼각형을 기초로 한 도로망

내에서 거북 경로가 생성이 되었기 때문에 경유지가 고정화 되어 있다는

점이었다. 이는 에이전트가 출발 지점에서 아래로 내려오는 형태로 경로

를 만들게 되며 경유지는 파스칼의 삼각형 모양에서 고정이 된 채 진행

이 되어야만 했다. ‘랜덤 워크 모델’이라는 시각적 모델에서 아이디어를

착안한 본 확률 학습 환경에서는 ‘오른쪽 대각선’, ‘왼쪽 대각선’이라는

두 가지 선택사항 보다는 ‘위’, ‘아래’라고 하는 선택 사항이 좀 더 자연

스럽다. 동전의 앞, 뒷면과 같이 좀 더 어린 학생들에게도 자연스럽게 다

가갈 수 있는 거북 경로를 생성하기 위해 출발점을 왼쪽으로 놓고 오른

쪽으로 가면서 ‘위’, ‘아래’라는 선택 사항으로 하여 학습 환경을 수정하

였다. 이는 Pearson(1905)이 최초로 제시한 ‘랜덤 워크 모델’과도 일치하

는 모형으로 경제학이나 주가 그래프의 모형과 같은 형태를 취하면서 좀

더 자연스럽게 학생들에게 다가갈 수 있는 형태이다. 이와 같은 도로망

의 변경으로 기존의 조합론적 논증을 이용한 확률 학습은 불가능하게 되

었지만 초등학생을 대상으로 도로망 방법을 적용하기에는 난이도가 높다

는 점을 감안하여 수정된 도로망을 초등학생에게 제시하였다.

마지막으로 도로망 방법에서 쓰이는 도로망으로 거북 경로를 생성하면

경로의 길이 자체가 무리수를 기초로 하게 된다. 이는 경로의 길이나 혹

은 중간 경유지를 학습자가 다르게 설계를 하려고 했을 때 어려움이 따

르게 된다. 즉, 해당 도로망이 고정이 된 상태에서 구성 활동이 진행될

수밖에 없다. 이를 보완하기 위해서 경로 길이 자체를 무리수를 기초로

하지 않은 자연수를 기초로 하는 평행 이동의 개념으로써 구성할 수 있

게 수정하였다. 이는 move명령이 그 역할을 해 주었다. 왼쪽에서 오른쪽

으로 움직이는 도로망에서 두 가지의 선택사항, 즉, ‘(above)’와 ‘

(below)’를 ‘move 10, 10’, ‘move 10, -10’으로 약속하였다. 초등학생 대상

확률 학습 환경은 격자점이 제시되어 있으며 한 칸의 길이를 10으로 하
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[그림 Ⅲ-3] L-system을 이용한 칸토어 집합

여 구조화되어있다. 위의 약속 명령은 해당 경로를 길이가 자연수인 평

행 이동 기반 경로로 하여 학습자가 원한다면 해당 평행이동의 길이를

바꾸어 경로의 모양을 얼마든지 새롭게 설계할 수 있도록 보완하였다.

1.2. 초등학생 대상 탐구 프로그램

중학생 대상 이항 분포 탐구 프로그램의 몇 가지 보완점을 바탕으로 초

등학생 대상 확률 학습 환경을 설계하기 위해선 기초적인 실행 가능한

표현을 바탕으로 좀 더 적극적이고 실천적인 구성 활동 설계가 필요하였

다.

이 절에서는 초등학생 대상 확률 학습 환경에 기초가 된 세 가지의 실

행 가능한 표현을 소개하고 이 실행식의 이론적 배경과 이를 통해 학습

자에게 제시된 기본 확률 학습 환경을 살펴본다.

1.2.1. 린덴마이어 확률 표현

첫 번째 실행식인 린덴마이어 확률 표현은 헝가리의 생물학자인 린덴마

이어(Arstid Lindenmayer, 1925-1985)가 제안한 Lindenmayer

system(L-system)에서 착안하였다. Lindenmayer는 이 시스템을 이용해

초기 조건과 간단한 규칙을 통해 복잡한 식물의 생장 과정을 모델링하고

시뮬레이션 하고자 하였다(박찬민, 2014). 이 시스템의 기본 요소는 변수

(variable), 초기 조건(axiom), 규칙(rule)의 세 가지로 구성되어 있다. 이
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[그림 Ⅲ-4] 쌓기 나무 마이크로월드 기반 L-system의 적용

세 가지의 요소가 만들어 내는 단계별 생장 패턴은 생물학에서도 생장의

모델링을 할 수 있는 이점이 있을 뿐만 아니라 하나의 수학적 형식 체계

로서 프랙털과 같은 다양한 수학적 구조를 표현할 수 있는 체계로 자리

잡고 있다.

예를 들어 [그림 Ⅲ-3]은 L-system을 이용하여 칸토어 집합(Cantor

dust)을 표현한 것이다. 변수 A와 B 두 가지만을 가지고 규칙을 [그림

Ⅲ-4] 과 같이 부여한다면 해당 단계의 문자열은 칸토어 집합의 단계와

일치하는 체계를 가지게 된다. 이 때 해당 문자열의 치환 규칙이 항상

똑같이 적용되는 경우를 ‘결정론적’ L-system 이라고 하고 만약 해당 치

환 규칙이 확률적으로 다르게 적용되는 규칙을 보유한다면 해당

L-system을 ‘확률론적’ 이라고 불린다. 즉 L-system은 그 규칙이 어떻

게 정해지느냐에 따라 그 생장 패턴을 확률적으로 조절할 수 있으며 이

는 확률 교육에서 새로운 아이디어를 제시할 수 있는 원동력이 될 수 있

는 것이다.
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[그림 Ⅲ-5] 쌓기 나무 마이크로월드 기반 린덴마이어 확률 표현

본 프로그램의 시작을 위해선 이항 분포의 핵심 아이디어, 즉 해당 사

건이 발생하느냐 하지 않느냐에 대한 두 가지의 사항이 확률적으로 다르

게 발생시킬 실행식이 필요하였다. L-system에 아이디어를 이용하면 이

러한 규칙성은 문자 을 두 가지의 명령체계를 확률적으로 발생시킬 수

있는 치환문자로 설정을 한 뒤에 이를 원하는 단계만큼 반복해서 실행을

해 주면 된다.

[그림 Ⅲ-4]와 같이 쌓기 나무 마이크로월드에 위와 같은 실행식을 실

행하면 치환 문자 는 육각기둥(S)과 정육면체 (v) 둘 중 하나를 동등

한 확률로 무작위로 실행하게 되며 do 3X를 통해 이를 세 번 연속으로

실행하게 되면 총 8가지의 경우가 실행 할 때마다 동등한 확률로 나타나

게 된다. 만약 이항 분포 과제에서 한 사건의 발생 유무를 이 두 가지의

쌓기 나무로 모델링이 가능하다면 이 실행식은 현상의 모든 경우의 수를

하나의 실행 가능한 표현으로 모델링하게 해 줄 것이다. 이러한 실행 가

능한 표현을 본문에서는 ‘린덴마이어 확률 표현’이라고 일컫겠다.

본 연구의 탐구 프로그램을 설계하기 위해선 위의 L-system을 이용한

실행 가능한 표현을 거북이의 움직임으로 모델링하여 현상을 거북이의

경로 상황으로 코딩할 수 있도록 하여야 했다. 이에 해당 치환 문자 

의 두 가지의 선택 사항을 거북이가 경로를 생성해 가는 과정에서의 선

택 사항으로 설계하였다. 아래의 [그림 Ⅲ-5]에서 ‘도수분포준비’라는 명

령어가 기초가 되는 실행식에서는 는 위로, 는 아래로 한 칸 움직이는
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명령으로 약속이 되어 있게 된다. 이를 치환 문자 에 넣어주면 거북이

는 두 가지의 선택 사항을 확률적으로 연속으로 선택하게 하여 무작위의

경로를 생성하게 한다. 이를 통해 해당 거북이의 경로의 형태 그리고 거

북이의 도착지가 학생들의 사고 대상이 되어 현상을 체화할 수 있도록

설계하고자 하였다. 이 ‘도수분포준비’ 환경에 대해서는 다음 절에서 자

세히 다룬다.

‘린덴마이어 확률 표현’은 현상의 발생 유무를 실행 가능한 표현으로 모

델링하는 하나의 메타 퍼이다. 이 코딩 방식은 두 가지의 메타퍼를 구현

가능하게 해준다. 즉, 두 가지의 선택사항이 버튼을 누를 때마다 무작위

로 한 가지가 구현이 되어 나오는 ‘자판기 메타퍼’의 의미를 지니기도 하

지만 주머니 안에 두 가지 재료를 원하는 만큼 집어넣어 이를 하나씩 꺼

내는 ‘주머니 메타퍼’가 가능하다. 예를 들어 X = ‘a+++, b++’라고 하면

위로 가는 명령은 총 3번까지 아래로 가는 명령은 두 번 까지만 가능하

다. 즉, 주머니 안에 위로 가는 공이 3개 아래로 가는 공이 2개 있는 상

황에서 하나씩 꺼내는 ‘주머니 메타퍼’로써 종전의 ‘자판기 메타퍼’인 X

= ‘a, b’와는 다른 의미를 지닌다. 실행되는 경로의 모습 역시 다른 모습

이 될 것이며 확률적으로도 다른 의미를 지닌다. ‘린덴마이어 확률 표현’

은 치환 문자 의 치환 형태를 얼마든지 바꾸어 줌으로써 여러 확률적

개념을 다룰 수 있다는 장점이 있다.

1.2.2. 도수분포준비 및 반복

이항 분포의 핵심 아이디어, 즉 한 사건의 발생 유무가 확률적으로 나

타나는 현상을 내가 원하는 횟수만큼 진행하여 해당 사건의 발생 횟수를

사고의 대상으로 끌어오기 위해서는 위의 린덴마이어 확률 표현을 좀 더

보완할 마이크로월드 상의 하나의 환경이 필요하였다. 즉, 앞 절에서 제

시한 린덴마이어 확률 표현은 이항 분포 과제의 모든 경우의 수를 하나

씩 확률적으로 실행함으로써 모든 경우의 수를 파악할 수 있게는 해 주
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[그림 Ⅲ-6] 랜덤 워크 모델의 예

지만 이항 분포의 사고의 대상, 즉 해당 사건의 발생 횟수를 시각적으로

한 번에 보여주고 있지는 않다. 이를 위해선 이항 분포와 관련된 모든

현상을 하나의 현상으로 모델링하여 사고의 대상을 ‘사건의 발생 횟수’로

수렴될 수 있도록 하는 학습 환경이 동시에 제공이 되어야 한다.

이와 같은 아이디어를 본 연구에서는 ‘랜덤 워크(random walk)’에서 착

안하였다. 랜덤워크란 무작위 단계의 일련으로 이루어진 경로를 수학적

으로 형식화한 수학적 표현으로 생물의 생장이나 물리적 상황을 모델링

할 뿐만 아니라 경제학에서도 널리 쓰이는 방식이다(Pearson, 1905). 랜

덤 워크 모델은 위, 아래라는 두 가지의 선택사항과 그 경로의 길이를

무작위로 선택하게 함으로써 다양한 현상을 모델링 할 수 있다. 이러한

랜덤 워크 모델은 우리가 예측하고 있는 것에 대한 신뢰도를 부여할 뿐

만 아니라 이 결과를 설명하고 정당화 할 수 있게 한다(Jamali, M., &

Ester, M., 2009). 현상을 하나의 랜덤 워크 모델로 모델링 할 수 있는

적절한 징검다리와 코딩 체계만 있다면 이 모델은 무작위의 상황에 대한

결과를 예측해보고 이를 증명할 수 있는 하나의 사고 실험 활동으로서

역할을 할 수 있다.

위의 랜덤 워크 모델을 접목하여 해당 확률 현상의 사고 대상을 실제

이항 분포에서 확률 변수로 쓰이고 있는 ‘사건의 횟수’로 돌릴 수 있는

확률 학습 환경을 설계하기 위하여 두 가지의 실행식을 구성하였다. 하
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명령창 결과창

[그림 Ⅲ-7] 도수분포준비 실행식 환경

나는 ‘도수분포준비’라는 실행식이고 다른 하나는 ‘반복’이라는 명령이다.

먼저 ‘반복’ 명령부터 살펴보겠다. ‘반복’이라는 명령은 내가 구성한 실

행식을 원하는 만큼 반복해서 실행시켜 준다. 즉, 학습자가 구성한 ‘린덴

마이어 확률 표현’ 기반 거북 경로를 내가 원하는 만큼 반복하여 경로를

구성하게 해 준다. 이 명령을 통해 해당 경로를 하나씩 시각화 할 수밖

에 없었던 환경의 한계점을 극복하게 해준다. 즉 무작위의 경로를 원하

는 만큼 하나의 마이크로월드 안에 반복하게 해 줌으로써 다양한 경우의

수를 한 눈에 파악할 수 있게 해 준다. JavaMAL 마이크로월드 안의 에

이전트가 하나밖에 있지 않다는 점을 극복하여 NetLogo와 같이 한꺼번

에 많은 에이전트들이 확률적으로 움직이는 것과 같은 모습을 구현한다.

‘도수분포준비’는 여러 가지 명령이 약속이 되어 있는 실행식이다. 먼저

해당 에이전트가 출발점에서 격자 위를 움직이는 모습을 구현한다. 해당

격자는 한 칸이 10이라는 길이로 기억이 되어 있는 격자점이다. 이 격자

점 내에서 해당 에이전트는 두 가지의 선택 사항을 가지고 경로를 생성

해 내는데 이는 (above)와 (below)이다. 즉 는 앞으로 가면서 위로

올라가는 경로를 생각하며 이는 move 10, 10 즉, 앞으로 한 칸, 위로 한

칸이라는 명령이 약속되어 있는 것이다. 반대로 는 move 10, -10 즉,
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앞으로 한 칸, 아래로 한 칸이라는 명령이 약속되어 있다. 그리고 해당

격자에는 축이 출발점에서 총 5칸 오른쪽으로 그어져 있는데 이는 거

북이가 총 5번 움직였을 때의 도착지에 해당되는 기준점이 된다.

이 명령의 가장 큰 특징은 해당 거북 경로의 도착지의 도착 횟수를 누

적도수로 에이전트가 기억할 수 있도록 하는 것이다. 거북 경로 하나하

나를 해당 이항 분포 현상의 경우의 수라고 한다면 이 거북 경로의 도착

지는 에이전트가 움직인 횟수 중에서 총 몇 번을 위로 움직였는지, 다시

말하면 해당 시행 횟수에서 몇 번 사건이 발생했는지에 대한 횟수를 의

미한다. 경로를 통해 경우의 수를 확인함과 동시에 이항 분포의 확률 변

수를 동시에 시각적으로 보여주는 환경 설계가 가능해 진 것이다. 그 확

률적인 개념은 반복 명령을 통해 반복된 무작위 경로의 도착 횟수를 에

이전트가 기억하게 함으로써 가능해진다.

1.2.3. 자연 빈도수(Natural frequencies)

마지막 실행식은 도수분포준비 실행식을 통해 무작위의 경로의 도착 누

적 도수를 에이전트가 기억하고 있는 상황에서 이를 시각적으로 표현해

줄 수 있는 명령이다. 많은 확률 교육 연구에서 학생들이 조건부 확률과

같은 확률 알고리즘을 어려워하는 이유로 해당 확률을 그 확률 값을 직

접 공식에 대입하여 계산하게 하는 과정 자체가 학습자에게 어려울 수

있다는 점을 지적하고 이를 비율이 아닌 자연수의 값으로 계산을 하는

것이 이를 극복할 수 있는 방안이 될 수 있음을 지적하고 있다.

Gigerenzer et al(1995)은 자연 빈도수(natural frequencies)를 이용하여

확률 문제를 다루는 것이 기존의 사건의 확률을 토대로 계산을 하는 방

식보다 더욱 간단하게 문제 상황을 해결할 수 있음을 주장한다. 그는 베

이즈 공식을 예로 들어 베이즈 공식 자체에 확률 비율을 집어넣어 확률

문제를 해결하는 학생을 자연 빈도수를 이용하여 해결하는 학생과 비교

하는 연구를 진행하였다. 그 결과 자연 빈도수를 이용하여 공식을 연습
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[그림 Ⅲ-8] 자연 빈도수를 통한 확률적 사고 (Gigerenzer et al, 1995)

한 학생이 그렇지 않는 학생에 비해서 장기적으로 과제를 능숙하게 해결

하는 모습을 보였다고 밝히고 있다. 한 사건의 확률 대신 그 사건의 빈

도수를, 절대적 위험 대신 상대적 위험을, 조건부 확률 대신 자연 빈도수

를 가지고 확률을 파악하는 것이 좀 더 학생들에게는 유의미하게 확률적

사고를 하게 할 수 있는 원동력이 된다(Gigerenzer et al, 2007).

해당 누적 빈도수를 시각화할 수 있는 방법은 여러 가지가 있다. 즉, 도

수분포표처럼 막대그래프와 같이 표로 표시하는 방법, 해당 도착지의 확
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명령창 결과창

[그림 Ⅲ-9] 실행식 ‘값’을 통한 중간 경유지의 자연 빈도수

률을 계산하여 옆에 표시하는 방법 등이 있다. 본 연구에서 선택한 방법

은 도착지의 누적 빈도수를 자연수로 표시하여 도착지 옆에 라벨처럼 부

착하는 형태를 취했다. 이를 통해 위의 아이디어처럼 학생들이 직접 자

연 빈도수를 이용하여 확률적 사고를 할 수 있도록 유도하여 좀 더 올바

른 학습이 가능하도록 설계하였다. 이러한 역할을 ‘값’이라는 실행식을

통해 구현하였다.

이 ‘값’이라는 실행식은 해당 실행식의 위치에 따라 누적 빈도수가 도착

지뿐만 아니라 경로의 중간 경유지에도 그 자연 빈도수를 표시할 수 있

도록 설계되어 있다. 이를 통해 에이전트가 경로의 경유지를 몇 번 경유

했는가를 자연 빈도수를 통해 파악하고 이를 통해 해당 사건이 진행되는

중간 과정의 의미를 학습할 수 있도록 설계하였다.

‘린덴마이어 확률 표현’, ‘도수분포준비’와 ‘반복’ 그리고 ‘값’이라는 명령

을 통해 기본적인 이항 분포 탐구 프로그램을 설계하였다. 그리고 이를

기반으로 하여 더욱 더 다양한 확률 코딩이 가능할 수 있도록 실행식을

좀 더 보완하는 방식으로 하여 일련의 이항 분포 학습 환경을 구성하고

자 하였다.

본 설계 프로그램은 거북이라는 대리인이 해당 지점들을 움직이는 경로

자체가 학생들의 구성 활동 속에서 시뮬레이션 되어 이를 통해 마이크로

월드에 표현된 현상을 파악할 수 있도록 제작된 ‘체화된 모델링
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(embodied modeling)’이다. 체화된 모델링 접근이란 필수적으로 ‘대리인

기반 모델링(agent-based modeling)’으로 묘사될 수 있다(Soylu, 2013).

도로망 현상에 대리인의 움직임을 학생들이 체화했을 때 그 움직임에 대

한 학습자의 체화된 경험이 발현된다면 이 도로망 현상에 대한 체화된

모델링은 가능해 질 수 있으며 이는 실행 가능한 표현으로써 나타나게

되는 일련의 현상, 즉 체화된 모델링은 이 프로그램의 설계의 기준이 된

다.

2. 이항 분포 탐구를 위한 학습 환경

초등학생 대상 이항 분포 탐구 프로그램은 세 가지의 실행식 체계를 코

딩 체계의 기본으로 하여 다양한 언어 체계를 학습자에게 제공함으로써

다양한 현상을 모델링하고 의사소통 할 수 있는 코딩 언어로 구성되어

있다. 본 연구에서 쓰인 이항 분포 탐구를 위한 실행 가능한 표현에 대

해 재해석해 보고 이를 통해 기대하는 바를 고찰하는 것은 본 연구에서

제시하는 학습 환경을 통한 수업 지도안 제시에 필요한 과정일 것이다.

또한 이러한 실행 가능한 표현을 통해 실제 학교 현장에서도 적용해 볼

수 있는 확률 현상을 선정해 보고 이를 통해 본 학습 환경으로 구성할

수 있는 수업의 모습을 살펴본다.

2.1. 이항 분포 탐구를 위한 실행 가능한 표현

Noss & Holyes(1996)가 강조하는 점은 컴퓨터의 중재자로서의 역할이

다. 즉, 학습자가 사고할 대상이 되는 문제 상황과 이를 표현할 수학적

언어 체계 사이의 중재자 역할을 컴퓨터라는 매개체를 통한 프로그래밍

을 통해 가능하다는 점을 주장한다. 기존 수학적 언어 표현 바탕의 표현

체계는 학습자에게 주어진 언어 체계의 숨겨진 구조를 보는 눈을 제공하
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지 않는다. 문제 해결을 위해 수학적 언어 체계로 표현을 하였다 하더라

도 이 표현을 대한 적절한 상황에 재차 적용해보고 실험해보는 경험의

부재는 형식적 언어의 단점으로 지적되고 있는 바, 실행 가능한 표현은

이러한 점을 극복하게 해 준다. 실행 가능한 표현 자체가 가지고 있는

친숙한 언어 체계, 그리고 이를 실행에 옮김으로써 컴퓨터가 제시하는

하나의 메타퍼, 이 둘의 결합은 학습자의 수학적 의미가 행동에 옮겨지

게 하는 중개자 역할로 학습자에게 유의미한 학습을 가능하게 할 것이

다.

본 연구의 학습 환경 역시 이러한 점을 기초로 하여 설계되었다. 즉 실

행식이라는 표현체계를 통해 이항분포의 핵심 사항을 친숙한 수학 언어

체계로 표현할 수 있는 도구를 제시하고, 이를 마이크로월드에서 시뮬레

이션을 자동적으로 실행하게 함으로써 분포를 시각적으로 표현하게 하는

체계를 통해 상황을 분석할 수 있는 표현체계를 제공하고자 하였다. 즉,

본 프로그램에서 실행 가능한 표현은 학습자들이 상황을 모델링 할 수학

적 언어의 표현이자 시뮬레이션을 통한 해당 분포를 분석함으로써 상황

을 재해석할 수 있는 시각적 분포의 표현이라고 할 수 있다.

이항 분포 상황에 대한 모델링을 가능하게 할 ‘수학적 언어 체계’로 본

탐구 프로그램에서는 거북이의 움직임을 수식 기호로 표현할 ‘몸짓 언어’

와 시뮬레이션을 구성할 순서도를 만들게 하는 ‘코딩 언어’로 구성하였

다. 이항 분포 상황을 모델링하기 위해서 필요한 필수 요소들을 수식으

로 기호화하고 이를 거북이의 움직임과 자연 빈도수 및 도표라는 시각적

요소를 제작해 낼 일상 코딩 언어를 동시에 제공, 실행 가능한 표현을

통한 현상의 해석을 학습자 스스로 할 수 있도록 하는 것이 본 프로그램

의 핵심 목표이다.

본 프로그램은 먼저 이항 분포 상황을 수식으로 표현할 ‘수학적 언어

체계’를 ‘위, 아래’라는 거북이의 ‘몸짓 언어’로 시작하였다. 모든 이항 분

포 상황에 핵심은 주어진 사건의 ‘발생함’, ‘발생 하지 않음’이라는 양분

된 두 가지의 사안을 ‘위로 간다.’, ‘아래로 간다.’ 라는 두 가지의 ‘몸짓
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언어’로 모델링하고 이를 수식으로 ‘, ’로 나타내었다. 이 ‘, ’라는 수

식은 ‘move , ’, 즉, 오른쪽으로 만큼, 위 아래로 만큼 움직이라는

명령 체계가 약속이 되어 있는 실행식이다. 이러한 표현 체계는 기본적

으로는 는 ‘move 10, 10’, 는 ‘move 10, -10’으로 약속되어 있어 5번의

움직임으로 도착지에 도착할 수 있도록 길이가 설계되어 있다. 두 가지

의 몸짓 언어를 기초로 하여 여러 가지 상황과 다양한 분포를 구성할 수

있는, 즉, 최소한의 표현으로 다양한 확률의 세계를 그려낼 수 있게 하는

것이 위의 실행식의 역할이다.

<표 Ⅲ-3> 이항 분포 탐구 프로그램의 수학적 언어 표현

실행

식

관련된

명령
실행식의 의미 현상으로의 해석



약속

{

 }

오른쪽으로 10, 위로 10

이동
사건의 발생



약속

{

 }

오른쪽으로 10, 아래로 10

이동

사건이 발생하지

않음

   ′ ′ 위, 아래 둘 중 하나를 같은

가능성으로 실행

사건의 발생

여부를 동확률로

나타남.

    ′   ′ 위를 선택할 확률이 ,

아래를 선택할 확률이 

사건의 발생할

확률이 

  
다섯 번을 움직여 경로를

생성
다섯 번을 시행함.


  ′ ′



위를 선택하면 시행 종료,

아래를 선택하면 한 번 더

움직임

사건이 발생하면

시행 종료,

발생하지 않는다면

다시 시행.
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이 두 가지의 결정론적인 수식 체계를 확률론적 체계로 전환하기 위한

수식 체계로 치환문자 을 통한 ‘린덴마이어 확률 표현’이 쓰였다. 주어

진 상황을 확률적으로 발현하게 할 수 있는 도구로써 이를 통해 원하는

만큼 을 실행시키면 확률적 상황을 학생이 직접 구성해 볼 수 있는 확

률 경로가 완성된다. ‘린덴마이어 확률 표현’은 기본적으로 가 담고 있

는 두 가지의 사항이 동확률로 설계가 되어 있지만 이를 ‘ : ’ 라는 수

식 체계를 통해 ‘몸짓 언어’의 실행 확률을 다르게 구현할 수 있다. 뿐만

아니라, 치환 문자 내에 재차 치환 문자를 삽입하여, 귀납적인 패턴의 경

로를 구현해 낼 수도 있다. 예를 들어   ‘ ’ 라고 하면 아래로 움

직이는 상황에 대한 귀납적 표현, 즉, 아래로 내려갔을 때에는 치환 문자

가 재차 실행이 되어야 하는 상황으로 해석이 될 수 있다. 다양한 ‘린덴

마이어 확률 표현’의 표현 체계는 주어진 사건의 발생 유무와 관련한 다

양한 현상을 모델링 할 수 있게 한다<표 Ⅲ-3>.

<표 Ⅲ-4> 이항 분포 탐구 프로그램의 코딩 언어

실행식 실행식의 의미

도수분포준

비
랜덤워크 기반 사고 실험 환경의 구현

약속  {

}

라는 명령을 { }와 같이 약속. 즉, 을

실행하면 { }의 명령이 실행됨.

반복 500 {

}
{ }의 명령을 반복하여 500번 실행

tt home 거북이라는 에이전트를 출발 지점으로 오게 함.

값
도착지의 자연 빈도수를 자연수로 하여 라벨로 도착지

옆에 붙여서 표현

표 도착지의 자연 빈도수를 막대그래프로 표현
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Computational thinking의 역량 강화에 대한 목소리가 높아지면서 적

절한 computational device를 이용한 학습자 스스로의 코딩 활동은 이제

필수적인 사고력으로 인식되고 있다. 본 프로그램에서는 <표 Ⅲ-3>과

같은 수학적 기호와 더불어 직접 학습자가 시뮬레이션을 제작할 수 있도

록 하는 코딩 언어를 제공한다. 기존 Java나 Basic과 같은 프로그래밍

언어에 대한 단점으로 지적되고 있는 난해한 언어를 보완, 일상 언어를

기반으로 알고리즘과 순서도를 스스로 구성할 수 있도록 실행 가능한 표

현을 제공하였다. 이와 관련한 실행식으로는 기본적으로 랜덤워크를 기

초로 한 사고 실험 환경을 만드는 ‘도수분포준비’와 더불어 에이전트를

제자리로 돌아오게 하는 ‘tt home’, 해당 경로를 반복적으로 생성하게 해

주는 ‘반복’ 등이 있다. 앞서 언급했듯이 기본 행동 명령인 와 는 경로

의 길이가 가로·세로로 각각 10으로 설계가 되어있다. 이를 ‘약속’이라는

명령을 통해 경로의 길이에 변화를 줄 수 있다. 해당 사고 실험의 결과

물로는 해당 도착지의 자연 빈도수를 자연수로 라벨처럼 표현하는 ‘값’과

더불어 해당 빈도수를 도수 분포표처럼 표시하게 해 주는 ‘표’라는 실행

식을 학습자에게 도구로 제시할 수 있다<표 Ⅲ-4>.

학습자가 현상을 해석하고 이를 수학적 기호와 코딩 언어를 통해 이 현

상에 대한 사고 실험을 스스로 코딩하고 마이크로월드라는 환경에서 즉

각적 피드백을 받아 디버깅하는 일련의 과정은 확률 학습에서의 현상의

모델링과 사고 실험을 가능하게 해 줌과 더불어 코딩 교육의 강화를 가

져올 것이다. 이 때 학습자가 ‘몸짓 언어’로 제작하는 ‘실행 가능한 표현’

은 현상을 거북이의 행동 언어로 적어가는 학습자의 ‘언어적 모델링 표

현’이며, 마이크로월드에 시각화되는 거북이의 움직임을 랜덤워크 기반

사고실험을 결과물로 제시하는 ‘분포의 시각적 표현’이라고 할 수 있다.

본 연구에서는 이러한 두 가지의 표현 체계를 동시에 구현할 수 있는 학

습 환경을 제시하며 중개자 역할을 하는 언어 체계로 현상을 효과적으로

모델링할 수 있도록 하는 도구이다.

이러한 실행 가능한 표현이라는 도구를 통해 학습자는 두 가지의 학습



- 60 -

활동을 할 수 있게 된다. 먼저, 현상에서 출발하는 확률 실험을 가능하게

한다. 주어진 실행 가능한 표현은 이항 분포와 관련된 현상에서 핵심적

인 요소를 뽑아 이를 모델링 할 수 있는 도구이다. 학습자는 이러한 모

델링 과정 속에 어떠한 요소의 변화를 주고 이를 실행함으로써 현상에

대한 추측을 하고 이를 확인받을 수 있다. ‘What if?’ 전략에 기초한 확

률 실험은 본 연구의 학습 환경의 주된 목적으로 그동안 학교 수학에서

진행되어 온 연역적 방식을 벗어난 실험 위주의 학습 패러다임을 가져올

수 있다. 이항 분포의 두 가지 핵심 아이디어, 즉 ‘시행 횟수’()와 ‘사건

의 발생 확률’()이라는 요소에 대한 언어 체계를 본 실행 가능한 표현

속에 거북이의 ‘움직이는 횟수’와 ‘선택 확률’로 모델링하게 함으로써 분

포를 확인하고 실험할 수 있게 하였다. 이는 기존의 학교 현장에서의 수

업 방식을 거꾸로 진행하는 수업 형태라고 할 수 있다.

또한 이러한 실행 가능한 표현을 통해 기존의 난해한 확률 프로그래밍

언어에서 구현하지 못한 명령 언어 체계를 통한 의사소통이 가능해 진

다. 기본적으로 웹 기반 환경에서 학습자에게 친숙한 언어 체계를 통해

코딩할 수 있게 하는 본 학습 환경은 프로그래밍 언어 체계 자체를 의사

소통의 도구로 전면에 내세울 수 있게 한다. 웹 기반 환경에서의 다양한

대화의 장2)을 활용할 수 있는 적절한 수업 형태를 제시한다면 학습자는

실행 가능한 표현을 직접 코딩하고 이를 주변 동료들과 이야기하면서 함

께 현상을 모델링 할 수 있게 된다. 기존의 R 언어나 SPSS 등의 프로그

래밍 언어와 같은 전문적인 확률 코딩 언어를 다루는 것이 아닌 간단한

순서도나 설계도와 같은 언어 체계를 통해 학습자는 다른 학습자와, 교

사와, 혹은 컴퓨터와 원활한 의사소통을 진행 할 수 있게 된다.

2.2. 본 프로그램을 통한 모델링의 예시

2) 본 학습 환경의 JavaMAL 마이크로월드는 다양한 게시글 및 댓글 그리고 그룹 채팅 등이 가능

한 환경으로 다양한 방식으로 대화의 장을 제공하고 있다.
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이항 분포 탐구 프로그램에서 쓰인 실행 가능한 표현들을 통해 학습자

들은 다양한 현상을 모델링하여 실험할 수 있다. 학교 수학에서 다루고

있는 이항 분포와 관련한 확률 현상은 기본적으로 독립 시행을 정해진

횟수만큼 시행한 후에 이에 따른 사건의 발생 여부를 확인하여 발생 횟

수를 가지고 확률 분포를 다룬다. 즉, ‘독립 시행의 횟수()’와 ‘사건의

발생 확률()’이라는 결정적인 두 가지 요소를 바탕으로 현상을 분석하

여 다양한 확률적 구조를 파악한다.

하지만 학교 수학에서는 이러한 두 가지 요소에 대한 접근을 현상으로

부터 출발하는 것이 아닌, 과 로 이루어진 알고리즘을 이용하여 공식

화하고 이 공식으로 현상을 직접 파악하려 한다. 본 학습 환경은 이러한

흐름을 역행하여 현상에서 출발한 실험으로 주어진 알고리즘의 의미를

학습자 스스로 파악할 수 있도록 하는 귀납적 접근 방식을 선택한다. 이

절에서는 본 학습 환경을 활용하여 학교 수학에 제시할 수 있는 구성 활

동에 대한 예시를 소개하고자 한다.

2.2.1. 독립 시행의 확률에 대한 오개념 극복 활동

이항 분포의 확률 변수는 독립 시행 중 ‘사건의 발생 횟수’이다. 그리고

각각의 확률 변수에 따른 확률은 ‘독립 시행의 확률’이라는 명칭으로 학

교 수학에서 가르치고 있다. 학교 수학에서는 이 확률을 다룸에 있어서

주사위 던지기나 동전 던지기와 같은 현상에서 ‘경우 나누기’와 확률 계

산을 통해 지필 환경에서 연역적으로 가르친 후에 바로 정리 후 다른 현

상으로 적용해서 계산해 보도록 하고 있다.

이러한 방식은 현상에서 출발하는 적극적인 실험과 모델링의 부재로 인

해 다양한 오개념을 낳을 수 있다. 실질적으로 학생들에게는 이라는

경우의 수와 ‘독립 시행의 확률’ 사이의 연결을 잘 하지 못한다. 이러한

오개념은 다른 연구들에서도 많이 연구된 오개념으로 확률 변수인 ‘사건

의 발생 횟수’에 대한 확률을 모두 같은 것으로 판단하는 경향이 있다는
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것이 밝혀진 바 있다.

[그림 Ⅲ-10] 학교 수학에서의 독립 시행의 확률

Peard(1996)는 학습자들이 확률 학습을 함에 있어서 자연스럽게 발생

할 수 있는 몇 가지의 대표적인 확률적 오개념을 발표하였다. 이는 아

래와 같다.

1) 대표성과 이용성에 대하여 발견술을 사용하는 것 (the use of the

heuristics of representativeness and availability)
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[그림 Ⅲ-11] 표본 공간과 표본 집합 (Chernoff & Zazkis, 2011)

2) 같은 확률로 잘못 가정하는 것 (the false assumption of equal

likelihood)

3) 독립 사건 (independence of events)

4) 반직관론적 확률에 대한 깨달음(awareness of counter-intuitive

probabilities)

5) 다른 오류들에 대한 맹신 (belief in other fallacies)

이들 중 스스로 설정한 표본 공간에 있는 요소를 모두 ‘같은 확률’이라

고 가정을 하는 오개념은 굉장히 강력한 오개념으로 인식되고 있다. 즉

자신이 선정한 표본 공간에 있는 모든 확률 변수를 같은 확률로 가정하

는 것이다. 특히나 동전 던지기나 주사위 던지기와 같은 이항 분포 현상

에서 이러한 오개념은 자주 발생한다. Chernoff & Zazkis(2011) 역시 아

래와 같은 이항 분포 현상에 관한 문제에 대해 연구하였고 이를 통해 위

오개념에 대한 극복 방안을 연구하였다.

[문제]

3명의 아이가 있는 가족에서 이 3명의 아이가 남자 아이가 두 명, 여자

아이가 한 명일 확률은 얼마인가?

초등학교 학교 선생님을 포함 대다수의 연구 참여자는 해당 확률을 



로 대답하였다. 이는 Peard(1996)이 제시한 오개념과 동등한 것으로 표

본 공간을 총 4가지3)로 놓은 후 이 네 가지의 경우를 모두 같은 확률로
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[그림 Ⅲ-12] 표본 집합을 파악하기 위한 실행 가능한 표현 활동

가정하고 문제를 해결한 것으로 분석된다. Chernoff & Zazkis(2011)는

이에 대한 극복 방안으로 표본 공간이라는 개념 이외에 ‘표본 집합’이라

는 개념을 더하여 해당 표본 공간이 같은 확률이 아니라는 것을 인식시

키고자 하였다. 즉, 남자 아이 두 명과 여자 아이 한 명 이라는 표본 공

간 내의 요소가 총 3가지가 있다는 것을 수형도를 이용한 표본 집합으로

나타내서 극복을 하고자 하는 연구를 진행하였다[그림 Ⅲ-11].

본 연구에서의 학습 환경은 이러한 ‘표본 집합’이라는 개념에 대한 구성

활동을 진행할 수 있다. 즉 이항 분포의 핵심인 ‘독립 시행의 확률’을 다

3) 남자 세 명, 남자 두 명과 여자 한 명, 남자 한 명과 여자 두 명, 여자 세 명
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[그림 Ⅲ-13] 독립 시행의 확률 탐구를 위한 실행 가능한 표현

명령창 결과창

룸에 있어서 이라고 하는 경우의 수의 의미가 무엇인지를 파악할 수

있는 경험을 할 수 있게 한다.

먼저 중학생 대상 이항 분포 탐구 프로그램은 표본 공간에 대한 ‘표본

집합’으로 해당 도착지에 대한 ‘경로의 수’라는 아이디어를 제시한다. 학

습자는 실행 가능한 표현을 통해 해당 도착지까지 가는 언어 표현을 만

들고 이를 통해 해당 도착지까지 가는 경로의 수를 세어보는 활동을 이

항 분포 학습 전에 선행으로 진행할 수 있다. 이는 도착지에 도착할 확

률을 도착지의 ‘경로의 수’와 연결시키기 위한 실험이다. 초등학생 대상

이항 분포 탐구 프로그램은 이러한 활동을 ‘린덴마이어 확률 표현’을 통

한 ‘쌓기나무’ 만들기 활동으로 대체한다. 이항 분포 모델링의 핵심 실행

식인 ‘린덴마이어 확률 표현’을 통한 시뮬레이션 활동을 진행하기 전 이

에 대한 모든 ‘경우의 수’를 실행해보고 이를 나누어 보는 활동을 한다.

이를 통해 자신이 구성한 언어 체계의 의미와 이에 따른 ‘경우의 수’를

파악함으로써 ‘독립 시행의 확률’에 대한 근거를 얻는다.

이러한 활동은 그 뒤에 진행될 ‘린덴마이어 확률 표현’ 에 대한 시뮬레

이션 활동에서 정당화의 조건이 될 수 있다. 중학생 및 초등학생 대상

이항 분포 프로그램에 있어서 도착지의 횟수는 결국 두 가지의 선택 사

항이 내재된 확률 경로의 도착 횟수로서 ‘이항 분포’의 확률 변수의 역할

을 한다. 학습자는 이 도착지에 ‘자연 빈도수’가 서로 같지 않다는 점을
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실행 가능한 표현을 통해 확인할 수 있다. 학습자는 자신이 최초 추측한

도착지의 확률이 같지 않다는 점에 대한 정당화 조건을 찾게 될 것이며

그 근거를 도착지에 대한 ‘경우의 수’ 에서 찾을 수 있게 된다. 중학생

대상 프로그램에서는 도착지에 ‘경로의 수’라고 하는 조합론적 논증 방식

으로, 초등학생 대상 프로그램에서는 ‘린덴마이어 확률 표현’에 대한 ‘쌓

기나무’ 형상화를 통해 모든 경우의 수를 시각화 해 봄으로써 의미를 찾

을 수 있다.

이러한 경험은 이항 분포의 확률 변수라는 ‘표본 공간’ 속에서 ‘표본 집

합’에 대한 선행 경험을 부여함으로써 각각의 변수에 확률을 따로 부여

할 수 있게 하며 그 근거를 경우의 수로 놓게 함으로써 독립 시행의 확

률 공식에서의 이라고 하는 요소에 대한 의미를 갖게 할 것이다. 어

린 학습자에게는 적어도 ‘이항 분포’ 상황에서의 ‘사건의 발생 횟수’는 가

운데에서 가능성이 가장 높다는 것을 위의 경험을 통해 정당화하는 구성

활동이 가능할 것이다.

2.2.2. 시행 횟수와 사건의 발생 확률에 대한 활동

본 연구에서 제시하는 실행 가능한 표현의 가장 큰 장점은 현상을 모델

링 할 수 있는 언어를 제시함과 동시에 현상에 대한 ‘분포’를 마이크로월

드에 시각적으로 표현해 준다는 점이다. 이러한 장점은 학습자에게 해당

현상에 대한 추측을 스스로 해 보고 이를 본 프로그램을 통해 피드백을

받으며 스스로 자신의 추측을 정정해 나아가는 'What if' 전략에 기초한

학습 설계가 가능해 진다는 점이다. 본 프로그램은 현상을 분포로 시각

화하여 만드는 학습 도구와 그 분포를 분석할 수 있는 학습 도구의 제공

이 가능한 환경이다.

이러한 실행 가능한 표현 중 ‘린덴마이어 확률 표현’은 기본적으로 확률

적인 상황을 표현하기 위해 제시되는 도구이다. 사건의 발생 유무를 치

환문자인 라는 수식을 이용해 무작위로 발현하게 함으로써 해당 에이



- 67 -

전트가 경로를 생성함에 있어서 확률적으로 생성하게 하는 일종의 ‘확률

에이전트 기반 모델링’이다.

수학적 언어 표현 분포의 시각적 표현

[그림 Ⅲ-14] 확률 에이전트 기반 이항 분포 실행 가능한 표현

‘  ’라고 하는 명령은 치환문자의 두 가지의 선택사항의 확률을 동확

률이 아닌 다른 확률 상황으로 바꿀 수 있다. 즉, 사건의 발생 확률과 발

생하지 않은 확률이 다르게 주어진 상황을 확률 에이전트에 의해 모델링

할 수 있는 도구로써 ‘린덴마이어 확률 표현’이 확장될 수 있는 것이다.

학습자가 이러한 표현을 통해 현상을 실행 가능한 표현을 통해 ‘수학적

언어 표현’으로 구성했다면 마이크로월드는 이 언어 표현 체계가 모델링

한 현상의 ‘분포의 시각적 표현’이다. 학습자는 현상에 대한 확률적 상황

에 대하여 스스로 확률적 사고를 한 후 자신이 제시한 실행 가능한 표현

체계와 마이크로월드상의 시각적 결과물을 통해 이를 확인받고 실험할

기회를 얻는다. ‘린덴마이어 확률 표현’을 통한 확률 에이전트의 생성은

이항 분포와 관련한 어떠한 현상도 거북이의 ‘몸짓 언어’로 모델링과 시

뮬레이션이 가능하다는 장점을 가지고 있다.

학교 수학에서 이항 분포를 판단함에 있어서 가장 중요한 요소로 제시

되고 있는 것은 시행 횟수 과 사건의 발생 확률 이다. 학교 수학에서
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는 이를 이용하여 평균 및 분산에 대한 알고리즘을 제공하고 있지만, 현

상을 통해 이 공식을 정당화하는 과정은 제공하고 있지 않다. 학교 수학

에서는 특정한 시행횟수를 기초로 하여 직접 연역적으로 증명을 한 후

바로 이를 일반화하여 공식을 제공한다. 학습자들은 공식에 대입하여 해

당 분포를 파악하기 때문에 해당 분포에 대한 정규성 및 평균과 산포도

와 같은 분포의 구조를 느끼지 못한다. 해당 실행 가능한 표현은 이러한

두 가지 핵심 요소를 수식으로 표현, 분포를 즉각적으로 시각화함으로서

이항 분포에 대한 사고 실험을 가능하게 해 준다.

[그림 Ⅲ-15] 학교 수학에서의 이항 분포 공식

실행 가능한 표현 기반 이항 분포 탐구 프로그램에서 제시하는 수식 중

‘시행 횟수’와 관련이 있는 수식은 바로 치환문자 의 ‘실행 횟수’이다.

학습자는 실행식을 구성함에 있어서 이 치환문자를 원하는 만큼 늘이거
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나 줄여서 시뮬레이션을 구성할 수 있다. 하지만 기존의 분포와의 비교

를 위해선 해당경로의 도착지를 같은 선상에 도착할 수 있도록 해야 한

다. 이는 본 프로그램에서 제공하는 코딩 언어 중 ‘약속’ 언어를 통해 경

로의 길이를 스스로 줄이거나 늘이는 코딩을 통해 가능하다. 학습자 스

스로 시행 횟수를 바꾸었을 때, 자신의 확률적 사고를 정립하고 치환문

자 의 실행 횟수를 바꾸어 이를 확인받을 수 있는 환경을 설계한다.

그리고 이에 맞추어 경로의 길이를 조절함으로써 해당 도착지 내의 분포

도를 ‘값’이나 ‘표’로 비교해 보는 과정을 통해 시행 횟수에 따른 이항 분

포를 표현해 볼 수 있으며 이를 통해 산포도의 특징을 유추해 볼 수 있

다 .

수학적 언어 표현 분포의 시각적 표현

[그림 Ⅲ-16] 시행 횟수에 따른 이항 분포 시뮬레이션
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수학적 언어 표현 분포의 시각적 표현

[그림 Ⅲ-17] 사건의 발생 확률에 따른 이항 분포 확률 시뮬레이션

앞서 ‘린덴마이어 확률 표현’을 통해 다양한 확률 에이전트를 생성할 수

있음을 언급하였다. 이를 통해 사건의 발생 횟수에 따른 분포의 특징을

‘표’라는 명령을 통해 확인할 수 있다. 해당 현상에서 주어진 사건의 확

률을 파악한 후 이를 가지고 분포의 모습을 추측한 후에 이를 확률 시뮬

레이션으로 확인하여 보는 작업을 통해 사건의 발생 횟수라고 하는 확률

변수의 확률, 평균 및 산포도 등을 파악해 볼 수 있다.

이항 분포 현상의 핵심적 요소, 즉 시행 횟수와 사건의 발생 확률에 대

한 수학적 표현 도구를 제공하고 이를 거북이의 움직임으로 분포도를 표

현하게 해 주는 본 프로그램은 ‘현상을 분포로 시각화하여 만들기’ 과정

을 통해 자신이 구성한 실행식이란 언어에 의미를 부여한다. 이는 우리
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학교 수학에서는 철저하게 배재되어 왔던 현상에서 출발한 실험 기반 확

률 학습이다. 학습자는 해당 현상을 언어 체계로 모델링함과 동시에 이

언어의 핵심 요소 두 가지의 의미를 파악하고 이를 변형해 실행하는 활

동을 통해 자신의 추측을 만들고 ‘What if?’ 전략으로 이를 탐구하는 적

극적인 학습을 가능하게 할 수 있다.

2.3. 거꾸로 학습(Flipped learning)을 기초한 수업 모델

이항 분포 탐구 학습 환경에서 학습자의 도구로서 역할을 하는 실행 가

능한 표현은 두 가지의 효과를 얻을 수 있다. 첫 번째는 이 언어체계를

통해 학습자는 자신 주위의 여러 요소들과 활발하게 의사소통할 수 있다

는 점이다. 자신이 직접 구성한 언어 표현, 그리고 이를 실행함으로써 얻

어지는 결과물 두 가지는 모두 이항 분포 현상에 대해 의사소통 하는 데

쓰일 수 있는 표현 체계이다. 본 연구에서는 이러한 점을 강조하기 위해

이항 분포 현상의 핵심적인 부분만을 가지고 간단히 코딩해 볼 수 있는

일상 언어로 설계하고자 노력하였다. 기존의 확률 프로그래밍 프로그램

이 보유하지 못한 친숙함과 간편함, 교육용 확률 프로그램이 보유하지

못한 현상을 모델링 할 수 있는 다양한 언어 체계, 이 두 가지는 학습자

와 교사, 학습자 사이, 혹은 컴퓨터와 활발한 의사소통을 이끌면서 자신

의 사고를 다져갈 수 있다.

두 번째로는 확률 사고 실험에 기초한 수업을 구성할 수 있다는 점이

다. 이항 분포 현상을 거북이의 ‘몸짓 언어’로 표현, 이를 즉각 실험함으

로써 피드백을 얻어 자신의 사고를 수정하고 다시금 실험하는 일련의 과

정은 그동안 학교 수학에서는 다루지 못한 실험 기반 수업을 가능하게

한다. 즉 학습자에게 적절한 현상과 과제만 주어진다면 학습자는 직접

학습 환경에 자신만의 언어로 표현하고 ‘What if?’ 전략을 세워 자신의

언어 체계를 수정해보고 보완해보는 실험을 통해 다양한 확률 개념을 얻

어낼 수 있다. 이러한 사고 실험은 학습자가 직접 현상에 대한 탐구를
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할 수 있는 충분한 시간이 필요하며 이는 학교 지필 현장에서는 한계점

이 명확한 형태의 수업이 될 수 있다.

이에 본 연구에서는 이항 분포 학습 환경을 적용할 수업 모델 중 위에

서 언급한 효과를 가장 크게 얻을 수 있는 수업 모델로 ‘거꾸로 교실’을

기초로 한 수업 모델을 제시한다. 즉, 교실 환경에서는 제공해 줄 수 없

는 다양한 의사소통과 충분한 사고 실험 활동 시간을 학습자가 스스로

온라인상에서 해보고, 이를 토대로 교실에서는 다양한 토론 학습과 의견

수렵 및 이론화를 하는 방식이다.

<교수학적 의도가 담긴 확률 문제 상황>

초기 추측 단계 : 주어진 확률 문제 상황의 적용을 위한 초기 추측 

및 판단

시뮬레이션 실행 단계 : 주어진 확률 문제 상황과 관련된 자료 

수집 및 분석

오개념 인식 단계 : 초기 추측과 시뮬레이션 결과를 비교, 초기 

추측의 적절성 평가 및 오개념 인식

이론화 단계 : 오개념 교정 및 시뮬레이션 결과 설명을 위한 

이론적 수학적 접근

[그림 Ⅲ-18] 확률 오개념 극복 교수학적 상황 진행 단계(신보미 &

이경화, 2006)

여기에 제시할 수업 모델은 신보미 & 이경화(2006)가 제시한 ‘확률 오
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개념 극복 교수학적 상황을 위한 국소적 수업 이론’에서 착안하였다. 시

뮬레이션을 이용한 확률 교육이 강점이 있음을 주장한 신보미 & 이경화

(2006)는 확률 학습에서는 교수학적 의도가 충분히 포함된 새로운 교수

학적 현상을 설정하여 제공해야 함을 주장한다. 그리고 이 현상에서 출

발하여 확률 오개념을 극복할 교수학적 수업 이론으로 ‘초기 추측 단계’,

‘시뮬레이션 실행 단계’, ‘오개념 인식 단계’, ‘이론화 단계’로 이어지는 모

델을 제시한다.

초기 추측 단계에서 학생들은 주어진 문제 상황에 대해 초기 추측 및

판단을 내린다. 그리고 학습자는 시뮬레이션을 통해 확률 지식의 배경화

/개인화 과정을 적극적으로 반성하고 자신의 확률 오개념을 탈배경화/탈

개인화 하려고 노력한다. 오개념을 인식한 후 이론화 단계에서 교사는

교수학적 의도를 가능한 숨기고 학생 스스로 문제 상황에 적응하여 초기

추측의 적절성을 평가함으로써 시뮬레이션 결과를 이론화 할 수 있도록

한다(신보미 & 이경화, 2006).

본 연구에서는 거꾸로 교실 패러다임을 기초로 하여 ‘확률 오개념 극복

교수학적 상황을 위한 국소적 수업 이론’을 적극 활용한 수업 모델을

[그림 Ⅲ-19]와 같이 제시한다. 먼저 교실 밖에서 ‘이론화 단계’ 전까지의

모든 구성 활동을 시행한다. 먼저 학습 환경을 활용하기 위한 실행 가능

한 표현 학습을 웹 기반 동영상 개재 및 게시판 과제로 대체하고, 게시

판에 직접 현상을 제시함으로써 학습자에게 초기 추측을 유도한다. 그리

고 이를 JavaMAL 마이크로월드에 제시된 이항 분포 학습 환경에 직접

실행식으로 표현해 보고, 시뮬레이션을 구현해 보는 작업을 통해 자신의

초기 추측과 관련한 피드백을 받는다. 그리고 오개념을 인식한 후에

‘What if?’ 전략을 적용하여 자신의 사고를 수정한 후 재차 실험을 하면

서 지속적인 피드백을 받는다. 이 때, 교사는 그룹 채팅, 댓글 및 게시글

등을 이용하여 학습자 사이에 혹은 교사와 학습자 사이의 의사소통을 원

활하게 진행할 수 있다. 교실 안에서는 이러한 과정을 거쳐 자신의 확률

적 사고를 보유한 여러 학습자 사이의 토론 수업을 통해 다양한 의사 표
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<교수학적 의도가 담긴 확률 문제 상황>

<교실 밖 수업 활동>

실행 가능한 표현 학습 단계 : 동영상 자료 및 게시판을 통해 이항 

분포 탐구 활동을 위한 실행 가능한 표현 익히기

초기 추측 단계 : 주어진 확률 문제 상황의 적용을 위한 초기 추측 

및 판단

시뮬레이션 실행 단계 : 주어진 확률 문제 상황과 관련된 실행 

가능한 표현 구성 및 실행, 시뮬레이션을 피드백으로 받기

오개념 인식 단계 : 초기 추측과 시뮬레이션 결과를 비교, 초기 

추측의 적절성 평가 및 오개념 인식

의사소통 및 재차 사고 실험 단계 : 다른 학습자와의 의사소통(그룹 

채팅, 게시글, 댓글), 자신의 사고 수정 및 재실험

<교실 안 수업 활동>

토론 수업 및 이론화 단계 : 교실 환경에서 학습자와 토론 학습 및 

협동 학습, 오개념 교정 및 시뮬레이션 결과 설명을 위한 이론적 

수학적 접근

[그림 Ⅲ-19] 이항 분포 탐구 학습 환경을 활용한 수업 모델
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현을 할 수 있도록 유도한다. 이론화 단계에서는 교사가 직접 학습자의

이론화 과정을 돕되 교수학적 의도를 가능한 숨긴 상황에서 다양한 의사

소통과 사고 실험을 통해 함께 이론화 할 수 있도록 수업을 진행한다.

웹 기반 JavaMAL 마이크로월드에서 설계된 본 학습 환경은 거꾸로 교

실의 패러다임에 맞는 수업 형태를 제시할 수 있는 기반이 되어 있으며

학습자는 다양한 현상에 대한 사고 실험을 스스로 구성하는 활동을 통해

교실 학습에서의 추후 학습을 풍부하게 해 줄 수 있다.

[그림 Ⅲ-20] 거꾸로 교실 모형과 학습자 간의 상호 의사소통

이러한 수업 모델에 근간하여 S시 영재원 멘토링 사이트

(mentoring.snu.ac.kr)에서는 이러한 이항 분포 탐구 프로그램을 이용한

거꾸로 교실의 시도가 있었다. 즉 교실 환경에서 벗어나 학습자에게 현

상을 제시하고 이를 거북이의 ‘몸짓 언어’로 모델링 할 수 있는 실행식을

부여, 이를 통해 확률 구성 활동을 할 수 있는 인터넷 기반 학습 자료를

제시하였다. 학습자들은 인터넷 기반 학습 환경에서 실험하고 자신의 피

드백을 댓글을 달면서 컴퓨터와 상호작용 하였다. ‘드 메레의 문제’라는

현상을 과제로 제시한 창의 콘테스트 과제는 해당 현상과 이 문제에 대

한 서로 다른 해석들을 제시한다. 그리고 랜덤워크를 기반 확률 사고실
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험을 제시, 학습자의 실험을 통해 어떠한 해석을 지지하는 지를 댓글을

통해 제시하도록 하면서 교사와 학습자의 상호 작용을 하였다. 이러한

수업 형태는 교실 환경에서의 시간 및 공간상의 한계를 극복하고 경험과

조작 위주의 확률 통계 교육을 가능하게 할 것이다.

동영상 게시, 랜덤워크 기반 확률 실험 환경, 댓글 및 그룹 채팅 등의

풍부한 테크놀로지의 요소들을 이용하여 현상에 대한 풍부한 경험과 조

작을 시공간에 구애받지 않고 해 볼 수 있다. 그리고 교실 환경에서 토

론 수업 및 실행 가능한 표현에 대한 학습자와 교사 간의 의사소통을 통

해 자신의 의사 결정에 대한 어떠한 확률적 사고를 다양하게 해 볼 수

있는 수업 형태로 학습자의 구성 활동을 정리한다. 거꾸로 교실 모형은

본 연구에서 제시하는 실행 가능한 표현 기반 학습 환경에 기초한 수업

형태를 제시함에 있어서 가장 알맞은 패러다임이자 동시에 테크놀로지

기반 본 학습 환경이 추구하는 확률 통계 교육의 방향성과 일치한다. 개

별적 현상 제공, 그리고 개별적인 학습 및 평가는 거꾸로 교실 완전 모

형을 가능하게 하며 학습자의 능력과 선호도를 고려한 학습자 중심의 수

업이 가능할 것이다.



- 77 -

Ⅳ. 확률 학습 환경의 적용

이 장에서는 총 두 번에 거친 본 연구의 학습 환경 적용 결과를 살펴본

다. 본 연구는 중학생 대상 이항 분포 프로그램과 초등학생 대상 이항

분포 프로그램을 각각 대상에 수업 형식으로 활동하고 이에 대한 결과를

얻고자 하였다. 하지만 본 연구는 시간과 공간적 어려움으로 인하여 앞

에서 제시한 거꾸로 교실 수업 모델이 아닌 교실 환경에서 진행이 되었

으며 몇 가지 한정된 현상에 대해서만 사고 실험을 해 보는 적용 연구를

하였다. 따라서 결과도 상당히 협소한 결과를 얻었다. 하지만 이러한 협

소한 결과 안에서도 학습자의 확률 사고 과정의 변화를 확인할 수 있었

으며 프로그래밍 언어를 통한 의사소통이 가능한 수업 환경을 보여줄 수

있었다. 이에 간단하게 적용 과정 및 결과를 이 장에 다룬다.

1. 연구 대상

본 연구에는 총 두 번의 수업 연구로 진행이 되었다. 먼저 S시 소재 모

중학교 영재학급 2학년 학생들을 대상으로 도로망 방법(Block Walking)

이라는 조합론 분야의 수학적 내용을 바탕으로 하여 확률 사고 실험으로

넘어가는 Random Block Walking(이하 RBW) 학습 설계 연구를 진행하

였다. 이를 바탕으로 초등학교 학생들에게도 제시할 수 있는 확률 학습

환경을 설계 하여 S 대학교 시흥 영재원 초등학생 60명을 대상으로 하

여 2차 연구를 진행하였다.

RBW 학습 설계 연구는 먼저 해당 학습 환경에 대한 효용성 및 학생들

의 피드백을 미리 얻고자 사전 수업을 실시한 후 본 수업을 진행하였다.

사전 수업은 S시의 중등영재교육원 학생들 20명을 대상으로 2014년 4월

19일 및 5월 24일에 실시하였다. 이 학생들은 S시 소재 중학교 1학년에

재학 중인 학생들로 이 학생들에게는 180분의 1차시 수업을 진행하였다.
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본 수업은 S시 모 중학교의 영재학급 학생들 20명을 대상으로 실시하였

으며 이 학생들은 해당 중학교의 2학년에 재학 중인 학생들이었다. 이

학생들은 사전 수업에서의 피드백을 바탕으로 재차 설계된 수업을 180분

씩 총 4차시를 진행하였으며 2014년 5월 12일부터 일주일간 한 차시씩

진행하였다.

초등학생을 위한 확률 학습 환경은 2015년 1월 17일 및 1월 19일에 S

대학교 내에서 실시하였다. 20명씩 3개의 조로 움직여 같은 확률 학습

환경을 양일에 걸쳐서 활동하였다. 총 2차시로 진행이 되었으며 총 수업

시간은 150분이었다.

2. 연구 절차

본 연구는 앞서 제시한 이론적 배경을 바탕으로 하여 이항 분포 상황에

대하여 학생들에게 직접 구성할 수 있는 재료를 설계하여 제시하는 것에

그 목적이 있다. 먼저 JavaMAL 마이크로월드 환경에서의 이항 분포에

대한 구성활동 프로그램을 설계하기 위해 확률 학습 설계 이론과 확률

교육에 대한 선행 연구들을 검토하였다. 또한 검토한 문헌들을 이론적

배경으로 하여 중학생 그리고 초등학생에게 알맞은 이항 분포 학습 환경

을 제시하기 위한 아이디어를 린덴마이어 확률 표현에서 찾고자 하였으

며 이를 랜덤 워크 및 도수 분포표라는 핵심적인 아이디어를 통해 스스

로 구성할 수 있는 JavaMAL 기반 확률 표현식을 구성하였다.

먼저 RBW 확률 학습 환경은 조별로 토론할 수 있는 교실 환경에서 조

별 수업과 개별 수업을 병행하여 진행되었다. 조별로 사용 가능한 컴퓨

터를 2대씩 준비하였으며 조별 인원은 2명에서 3명 정도로 하여 총 9개

의 조로 구성하여 수업을 진행하였다. 학생들은 사전/사후 검사를 실시

연구자에 의해 분석이 실시되었으며 각 활동에 과제마다 활동지를 만들

어 학생들의 피드백을 얻고자 하였다. 또한 학생들이 실제로 실시한 과

제와 구성한 명령어 체계는 해당 환경의 게시판에 저장되어 분석에 사용
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일시 연구 절차

2014년 1월 ~ 4월 관련 문헌 검토

2014년 4월 12일 사전 수업 대상 학생 사전 검사 실시

2014년 4월 19일 사전 수업 실시

2014년 4월 ~ 5월
사전 수업에 대한 학생들의 피드백 분석 및 해당 학습

설계의 보완 작업, RBW 학습 환경 설계

2014년 5월 12일

∼

2014년 6월 2일

RBW 학습 환경 구성 활동 (4차시) 진행, 개별 면접 및

사후 검사 실시

2014년 6월 ~
검사지·수업 분석 자료 분석 실시 및 이를 바탕으로

초등학생 확률 학습 환경 설계

2015년 1월 17일

∼ 2015년 1월

19일

S 대학교 영재원 초등학생 대상 확률 학습 환경 구성 활동

실시

2015년 2월 ∼ 결과 분석 및 결론 도출

<표 Ⅳ-1> 연구 절차

되었으며 일부 학생들을 대상으로 개별 면접을 진행 인터뷰 결과를 연구

자가 분석하였다.

초등학교 영재원 학생들을 대상으로 진행한 설계 연구에서는 개별로 컴

퓨터가 한 대씩 사용할 수 있는 컴퓨터실에서 진행을 하였으며, 사전/사

후 검사를 실시하여 연구자에 의해 분석이 실시되었다. 또한 학생들의

피드백을 얻고자 활동지를 병행하여 실시하였다.

3. 자료 수집 및 방법

먼저 중학교 학생들을 대상으로 실시한 사전 수업에서는 먼저 학생들의

이항 분포 단원에 대한 선행 지식의 유무 및 기본적인 조합 문제에 대한

학생들의 해결 방법을 알아보기 위한 사전 검사를 실시하였다. 또한 해

당 구성 활동을 시행 전과 후를 비교 분석하기 위해 동일한 과제를 구성

활동 전과 후에 모두 부여한 후 수행 활동지를 작성하도록 하였다. 학생
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[그림 Ⅳ-1] JavaMAL 마이크로월드 환경 내의 학생 게시판

들이 해당 과제에 대한 발표를 진행할 때에는 이를 녹화하여 추후에 분

석하였다. 그리고 이를 바탕으로 해당 환경을 보완하고 RBW 구성 활동

환경을 설계하였다.

본 수업에서는 사전 수업에서와 동일한 조합 단원 선행 지식 유무 판단

검사와 더불어 확률 상황에 대한 판단 문제를 추가한 사전 검사를 실시

하였다. 각 차시별 수업은 조별로 활동한 내용을 녹취되어 연구 분석에

이용하였다. 각 차시별 주어진 과제에 대하여선 사전 수업과 마찬가지로

구성 활동 전후 수행 활동지를 작성하도록 하였으며 해당 과제에 대한

학생의 반응이 심층적인 분석을 요하는 학생들은 일대일로 학생과 면접

관이 있을 수 있는 교실 환경에서의 개별 면담이 진행되었다. 개별 면담

의 내용은 녹취되어 연구 분석에 사용되었다. 또한 사전 검사와 비슷한

유형 및 추가 유형을 덧붙인 사후 검사를 실시하여 연구 분석에 사용하

였다.

초등학교 학생들을 대상으로 실시한 수업에서는 중학교 학생들을 대상

으로 한 확률 학습 환경을 바탕으로 보완점을 좀 더 추가하여 새로운 학
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습 환경을 도구로 제시하였다. 사전 검사는 좀 더 이항 분포와 관련된

내용으로 초점을 맞추어 진행하였으며 학생들의 피드백을 학습지를 통해

관찰하고자 하였다. 그리고 사후 검사는 사전 검사와 동일한 유형으로

하여 학생들에게 제시하여 학생들의 확률적 사고의 변화를 관찰하고자

하였다.

본 연구의 목적은 constructionism 기반 학생들이 직접 구성할 실행 가

능한 표현을 관찰해야 하는 바 [그림 Ⅳ-1]과 같이 구성 활동 환경 내에

있는 ‘학생 게시판’에 자신이 작성한 명령 체계를 설계 환경 내에 저장이

가능하도록 구성하였다. 이 저장된 게시판의 내용은 본인이 직접 들어가

작성한 명령어를 수정하고 다시 실행해 볼 수 있는 환경을 제공함과 동

시에 인터넷을 기초로 하였기 때문에 다른 학생들도 같이 게시물을 보면

서 서로 간의 조정 및 합의가 가능하도록 하였다. 추후에 이 명령 체계

를 분석하여 학생들의 추상화 과정에 대해 분석을 하였다.

4. 이항 분포 탐구 프로그램 적용 결과

4.1. 중학생 대상 탐구 프로그램 적용 결과

중학교 학생 대상 탐구 프로그램은 도로망 방법(block walking

method)라는 조합론의 방법론과 파스칼의 삼각형이 학습자의 구성 활동

에 영향을 주도록 설계되었다. 따라서 먼저 해당 구성 활동에서 조합론

에서 제시하는 몇몇 조합론적 논증(combinatorial proof) 과제를 제시하

여 구성활동을 유도하고 그 뒤에 RBW 프로그램을 제시함으로써 선행으

로 배운 아이디어가 확률적 판단에 쓰일 수 있도록 유도하고자 하였다.

Lockwood(2013)은 조합론에서 다루는 ‘세기 문제’와 관련하여 조합론적

사고에 대한 모델로 ‘공식/표현’, ‘세기 과정’ 그리고 ‘결과들의 집합’의 상

호 작용 모델을 제시하였다. 즉 효과적인 경우의 수 학습을 위해서는 위
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[그림 Ⅳ-2] English(1991)의 ‘결과들의 집합’

의 세 가지의 요소가 활발하게 상호작용할 수 있는 학습 환경을 제시하

여야 한다. 특히 ‘결과들의 집합’이 갖는 역할은 매우 중요하다.

English(1991)는 특히 어린 학생일수록 학생들이 직접 하나하나 셀 수

있는 [그림 Ⅳ-2]와 같은 ‘결과들의 집합’을 제시하여 이를 통해 과정을

알아가는 과정이 필요하며, 이는 지적 수준이 낮은 학생일수록 더욱 중

요함을 강조한다. 본 수업의 대상 학생들도 주어진 프로그램 내의 수학

적 구조에 대한 사전 지식이 없는 학생인 바 이들에게 적절한 ‘결과들의

집합’을 제시하고 이를 통해 ‘세기 과정’을 알게 하는 과정이 필요했다.

학교 교육과정에서는 ‘세기 과정’만을 공식화 하여 경우의 수를 다룰 뿐

직접 경우를 세 보아야 할 그 대상을 제공해주지는 않고 있다.

L과 R 그리고 치환 문자 등의 기본적인 경로 실행식을 학생들에게 제

공하고 JavaMAL 마이크로월드에 구현해 보는 활동을 진행한 후 동일한

과제에 대하여 동일한 학습지를 제시한 결과 다른 반응이 나오게 되었

다. ‘세기 과정’에서 ‘결과들의 집합’인 경로 자체를 코딩해 보고 이를 통
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<표 Ⅳ-2> 도로망 탐구 프로그램 도입 활동 후 학생들의 반응

학

생
구성 활동 전 구성 활동 후

S1

1) 한 점으로 가는 경우

의 수는 그 점의 바로 

위에 있는 두 점의 경

우의 수의 합이다. 

2) 가장 자리의 점으로 

가는 경우의 수는 모두 

일이다.

1) 한 방향으로만 가면 가장자리에 있다.

2) 같은 문자 사이에 다른 문자가 있으면 거북이의 위치는 많

은 문자의 방향인 가장자리에서 다른 문자의 방향으로 그 개수

만큼 움직인다.

3) 문자의 개수가 각각 같으면 거북이는 홀수 줄의 중앙에 있

다.

4) 거북이의 위치는 문자의 순서가 아닌 개수로 알 수 있다.

S2 잘 모르겠다.

1) def L, def R (유닛벡터)의 뜻은 L+를 실행하면 내 입장에

서 오른쪽으로 1칸 아래로 1칸 가고 R+를 실행하면 왼쪽 1칸,

아래쪽 1칸을 가는 것.

2) X = ‘R, L’이라 정의하면 무작위로 정해지지 않은 만큼 왼

쪽, 오른쪽으로 간다. 이 때 Do aX라 하면 거북이가 무작위로

a번 움직인다.

3) 이 때 ‘R+++(개수)’ 하는 식으로 R의 벨류를 정해주면 그

개수만큼 움직인다. 하지만 ‘R+++(e개), L+++(n개)’라 하고

e+n>a라 하면 e와 n의 범위 내에서 무작위로 a만큼 움직인다.

4) 거북이를 T라 하면 T가 A와 B사이를 k번 움직여 건너려면

실행해야하는 유닛 벡터의 개수는 정해져있다. 따라서 L=<1,

-1>, R = <-1, -1>(나의 관점에서 볼 때)라는 유닛 벡터를 설

정하면 LL…LL(L번)RR…RR(R번)이라는 개수가 정해지고

    


이 된다.

해 구조를 파악하고자 하는 모습이 보였다<표 Ⅳ-2>. 몇몇 학생들이 보

여준 이러한 변화는 경로 자체를 실행식이라는 상징체계로 코딩하고 이

를 나열하는 작업을 통해 그 특징을 판별하게 함으로써 그 경로들의 집

합을 통해 과정을 찾아내게 하는 경험이 가능하다는 것을 보여주었다.

즉, ‘결과들의 집합’과 ‘세기 과정’ 사이의 상호작용을 촉진시킬 수 있는

매개체로써 실행식이 그 역할을 할 수 있다는 가능성을 보여주었다.

Constructionism 기반 프로그램에서 제공하는 실행 가능한 표현 체계는

조합론 과제를 정당화 할 수 있는 표현 체계를 제시한다. 즉 두 대칭 지
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번호 과제

1

2

3

[그림 Ⅳ-3] 학생들에게 주어진 조합론적 논증 과제

점에 해당하는 경로를 표현하고 이를 실행하였을 때 그들은 자신이 구성

한 치환 문자 사이의 관계성을 파악한다. 지점의 대칭성은 치환문자의 L

과 R의 개수의 대칭성으로 확인이 되며 이는 자신의 아이디어를 정당화

할 이야기의 표현 체계로 작용한다. 이를 통해 학생들은 좀 더 수학적으

로 엄밀한 조합론적 스토리텔링(combinatorial storytelling)을 가능하게

한다.

예를 들어 도로망 방법에서 제시하는 ‘같은 가로줄에 경로의 수의 합’을

이용한 이항 항등식 정당화 과정을 살펴보자. 과제는 Radford (1999)가
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활동전

활동후

[그림 Ⅳ-4] 학생 S3의 과제에 대한 반응

학습자의 일반화 과정을 탐구하기 위한 과제를 토대로 하여 만들었다.

즉 가로줄이 같은 지점의 합에 대한 초기 패턴을 보여준 후 이를 바탕으

로 비약적인 단계의 숫자에 대한 패턴을 찾게 하도록 하였다[그림 Ⅳ-3]

학생 S3은 구성활동 전 ‘소박한 정당화’, 즉, 몇 단계의 패턴의 숫자를

계산한 후 그 규칙을 가지고 귀납적으로 정당화하는 과정을 보여주었다.

Radford & Peirce(2006)에게 있어서 이 과정은 초기 패턴을 가지고 진행

한 단순한 귀납법이지 일반화라고 할 수는 없다.
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[그림 Ⅳ-5] 학생 S3이 작성한 실행식과 실행 결과

학생 S6의 활동지인 [그림 Ⅳ-4]의 구성 활동 전을 보면 지점에는 각각

의 경로의 개수가 올바르게 적혀있으나 이를 합한 숫자는 올바른 패턴의

숫자가 아닌 2의 배수로 적혀 있었다. 이는 초기에 보여준 2 단계까지

패턴이 2, 4로 진행되었기에 바로 이 학생은 2의 배수가 해당 패턴의 규

칙이라고 생각한 것이다. 이 소박한 귀납법은 이 학생의 사고를 지배하

여 위와 같은 오류를 범함과 동시에 추후 ‘어떤 가로줄’에 대한 답을 결

국 라고 주장하였다. 한번 귀납된 규칙은 사전지식 및 기본적인 셈하

기보다 더 강력하게 학생에게 작용하여 기본적인 검토 과정조차 하지 않

게 되어 자신의 오류를 인식 할 수 없게 한다.

이 학생은 구성 활동 후에 다시 정당화 하는 과정에서 [그림 Ⅳ-5]와

같은 실행식을 구성하였다. 이를 실행해 본 결과 마이크로월드는 항상 4

번째 가로줄에 거북이가 도착한다는 것을 보여주었다. 이 학생은 이를

통해 치환 문자 X= ‘L, R’을 이용하여 조합론적 논증을 시도하는 모습을

보였다. X = ‘L, R’이라는 치환 문자를 ‘한 번 내려갈 때마다 두 가지의

선택 사항이 있다.’라는 상황으로 체화하여 이를 통해 5번 내려갔을 때의
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상황으로 재해석하여 올바른 규칙을 발견하는 모습을 보였다[그림 Ⅳ

-4]. 이 학생이 학생들 앞에서 실시한 발표의 내용은 Tucker(2002)가 제

시한 도로망 방법의 조합론적 논증과 일치하는 내용이었으며 이 학생은

추후 진행된 문자 을 이용한 실행 가능한 표현 체계를 경험한 후 변수

을 이용한 일반화에 성공하였다.

도로망 방법 탐구 프로그램을 통해 조합론적 논증을 경험해 본 학습자

들에게 RBW 학습 환경을 제시하여 확률 상황에 이러한 경험을 이용할

수 있도록 하고자 하였다. 즉, 선행 지식으로 L과 R이라는 실행식을 통

해 해당 지점의 경로의 개수와 조합이라는 경로의 수가 일치한다는 것을

확인한 학습자에게 해당 경로를 500번 반복하여 그 도착 횟수로 확률적

사고를 하게 하는 방식으로 학습 환경을 전환해 주었다.

위 학습 환경에 따른 변화를 관찰하기 위해 이항 분포 과제로 자주 등

장하는 동전 던지기에서의 뒷면의 횟수 문제를 제시하였다. 이 과제와

관련하여 구성 활동 전과 후로 나누어 과제 수행을 실시하고 그 변화를

관찰하고자 하였다. 문제는 아래와 같다.

[문제 1]

천기는 동전 한 개를 5번 반복하여 던졌습니다. 이 때, 다음 보기 중에서

뒷면의 횟수가 몇 번이 나올 가능성이 가장 크다고 할 수 있습니까?

①  ②  ③  ④  ⑤  ➅ 
➆  가능성이 모두 같다

구성활동 전 수업에 참여한 학생들 대부분은 주어진 문제의 답을

‘가능성이 모두 같다’라고 답하였다. 즉 횟수에 상관없이 나올 가능성을

모두 같다고 생각하였다. 구성활동은 위의 [문제 1]을 거북이의 움직임의

상황에 맞추어 도로망 방법 탐구 프로그램에 주어진 현상에 대입하기

위해 동형인 과제 [문제 2]를 동시에 제시하였다.
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[문제 2]

거북이가 주어진 지점에서 5번 내려갔습니다. 이 때, 다음 보기 중에서

오른쪽으로 간 횟수가 몇 번이 나올 가능성이 가장 크다고 할 수 있습니

까?

①  ②  ③  ④  ⑤  ➅ 
➆  가능성이 모두 같다

그 후 위의 과제를 RBW 구성활동을 통해 해당 도착지의 도착 빈도수

를 통해 사고 실험을 하게 한 후 학습자들에게 재차 과제의 답을 구하도

록 하였다. 그 결과 학습자들의 답은 여전히 ‘가능성이 모두 같다’로 대

답한 학생들이 많았다. 도착지의 도착 빈도수가 서로 다른 상황임을 인

식했음에도 불구하고 이 라벨이 의미하는 바가 무엇인지를 깨닫지 못한

채 종전에 파악했던 방식대로 문제를 해결하는 학습자가 대부분이었다.

이 구성 활동 전에 선행 지식으로 쌓은 경로의 수를 이용한 경우의 수에

대한 지식이 이 확률 과제에도 영향을 미치길 기대했지만 많은 학생들이

여전히 자신의 확률적 오개념에 편향된 사고를 하는 학생들이 많았다.

이는 해당 학습 환경의 기초가 되는 이론인 ‘조합론’ 분야가 여전히 많

은 학생들에게는 어려운 내용으로 자리 잡고 있었으며 또한 환경 설계

자체가 경로의 수 탐구 환경과 RBW 환경이 서로 개별적으로 설계되어

연관성이 부족하다는 데에 그 이유를 논해볼 수 있다. 또한 다음 장에서

도 언급할 위 과제의 학습자들의 확률적 오개념이 올바른 확률적 사고로

전환시키기 매우 어렵다는 점을 보여주고 있다.

다만, 몇몇 학생들은 이에 위 과제에 대한 답을 바꾸어 제시한 학생들

이 존재하였으며 그 정당화 과정을 이전에 배운 경로의 수에서 찾고자

하였다. 학생 S4는 구성 활동 중에 아래와 같은 질문을 던졌다.

S4 : 선생님 질문이 있는데요. 5개 중에 두 번 앞면이 나오는 상황이요.

2번 앞, 3번 뒤 나오면 되잖아요.

T : 그렇죠.



- 89 -

S4 : 뒤뒤뒤앞앞 하고 앞앞뒤뒤뒤도 결국 이 지점에 해당하는 거잖아요

T : 그렇죠

S4 : 그럼 이 두 개를 다른 거로 해석해야 해요? 즉, 순서를 고려해야

해요?

이 학생은 추후 진행된 발표 시간에 앞으로 나와 다음과 같은 발표를

진행하였다.

S4 : 어! 이 문제의 모든 확률이 다 같은 게 아닌 게, 이게 아까

생각했던 것처럼 모든 확률을 

이라고 생각했을 때, 모든

확률을 더해서 1이 나와야 하는데 그게 안 나와요. 아니고요.

S4 : 예를 들어 두 번 앞면이 나오는 거는요. 앞앞뒤뒤뒤, 뒤뒤뒤앞앞

이런 게 다 다르니까, 이런 거 다 세보면  이니까요. 결국

확률은 

이 아니라 가 ×


나오고요. 그래서 답은 2하고

3이 제일 커요.

학생 S4에게 있어서 RBW의 지점은 5번의 시도 중에서 오른쪽이 나오

는 횟수임과 동시에 해당 지점까지 가는 경로의 수로 인식이 되었다. 이

를 통해 경로의 수가 가장 많은 지점을 찾아 그 지점의 확률이 가장 높

을 것으로 파악하고 이를 조합론적 논증으로 정당화 하는 과정을 보여주

었다. 이 학생은 이를 통해 ‘독립시행의 확률’이라고 하는 학교 수학의

내용의 아이디어를 도출해 내는 데까지 성공하였다. 대부분에 학생들에

게 위의 확률 오개념을 개선시켜주는 데에는 실패했지만 좀 더 위의 아

이디어를 보완하여 학습자의 수준에 맞게, 그리고 경우의 수 학습과 확

률 학습 사이의 연결성을 향상시켜 주는 방향으로 환경을 개선하면 어린

학생들에게도 확률 편향성을 개선시켜 줄 수 있다는 가능성을 확인할 수

있다.
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[그림 Ⅳ-6] 쌓기 나무 마이크로월드 기반 경우의 수 시각화

4.2. 초등학생 대상 탐구 프로그램 적용 결과

S시 소재 초등학생을 대상으로 진행된 2차 적용 연구의 프로그램은 앞

서 중학생 대상 도로망 탐구 프로그램 적용 연구에서 제시된 과제, 즉

이항 분포 상황에서 사건의 발생 횟수에 따른 확률을 같은 확률로 가정

하고 생각하는 오개념에 초점을 맞추었다.

그 결과 60명의 학생 중 약 78% 해당하는 학생이 해당 확률이 모두 같

다고 가정하였으며 그렇게 대답하지 않은 학생들의 답변도 역시 ‘횟수에

절반 정도가 많이 나올 것 같다’는 직관적인 사고에 의존하는 모습이었

다. 단 한 명의 학생만이 표본 공간 내의 표본 집합을 고려하여 옳은 답

변을 하는 모습을 보였다. Peard(1996)과 Chernoff & Zazkis(2011)가 언

급한 이러한 오개념은 확률적 경험이 적은 어린 학습자일수록 그 오개념

의 발생 가능성이 좀 더 높은 것을 확인할 수 있다.

초등학생 대상 이항 분포 탐구 프로그램은 학습자에게 표본 공간 내에

있는 표본 집합에 대한 구조를 조기에 구성하게 해주기 위한 기대로 출

발하였다. 먼저 ‘린덴마이어 확률 표현’ 실행식을 쌓기 나무 마이크로월

드에 코딩하는 구성 활동을 먼저 실시하였다. 이는 학습자에게 ‘린덴마이

어 확률 표현’을 통해 모델링 된 현상을 확률적으로 다르게 실행하게 해

주어 해당 과제의 모든 경우의 수를 시각화하게 하는 역할을 하였다

또한 ‘린덴마이어 확률 표현’의 두 가지의 선택 사항의 횟수를 제한해
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[그림 Ⅳ-7] 실행식 ‘+’를 이용한 린덴마이어 확률 표현

주는 실행식인 ‘+’를 이용하여 횟수가 두 가지의 선택사항의 횟수가 고

정된 상황에 대한 실행식을 코딩할 수 있도록 구성활동을 실시하였다.

즉, X = ‘ s++, v+’라고 놓으면 이는 육각기둥 (s)이 2개까지만, 그리고

정육면체(v)가 하나까지 실행될 수 있는 상황4)으로 바뀌게 되어 실행이

된다. 이를 실행해보면서 각각의 결과의 경우의 수를 판단함으로써 ‘표본

집합’이라는 것을 경험할 수 있도록 유도하였다.

이와 같은 경험은 이항 분포의 실제 확률 변수, 즉 사건의 횟수를 다루

기 전 현상의 모든 경우의 수를 하나하나씩 확인해 볼 수 있게 해 준다.

즉, 횟수라는 변수로 표본 공간을 생성하기 전 그 표본 공간 안에 있는

표본 집합을 경험하게 해 준다. 그리고 이후에 위 ‘쌓기나무준비’라는 명

령을 ‘도수분포준비’로 바꾸는 활동을 통해 ‘위’, ‘아래’ 쌓기 나무로 코딩

된 경우의 수를 ‘위’, ‘아래’로 가는 거북이의 움직임으로 전환해주고 이

를 ‘반복’ 명령으로 원하는 만큼 반복하게 하여 그 도착 횟수를 사고의

대상으로 고려하게 하는 구성활동을 실시하였다. 다시 말해, ‘위’, ‘아래’

라는 두 가지 선택사항으로 만들어 줄 수 있는 경로의 수 자체의 표본

집합을 해당 도착지를 통해 위로 몇 번 올라갔는가에 대한 횟수로 파악

하게 하여 표본 공간으로 전환시키는 아이디어를 적용했다. 그리고 도착

지 옆에 라벨처럼 붙어있는 빈도수는 해당 변수의 확률을 어림잡아 계산

할 수 있게 해 주는 확률 실험을 실행식으로 구성하였다.

4) 이는 동전의 예로 들면 동전을 3번 던졌을 때, 앞면이 2번 그리고 뒷면이 1번인 경우의 수를 

실행식을 통해 마이크로월드에 구현하게 하고자 하는 의도가 숨겨져 있다.
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명령창 결과창

[그림 Ⅳ-8] 기본 이항 분포 탐구 프로그램

[그림 Ⅳ-9] 유형 1 : ‘표본 집합’의 구성을 통한 확률적 판단

이와 같은 구성활동을 진행하고 난 후 똑같은 유형의 문제로 사후 시험

을 진행한 결과 학습자들의 확률적 사고의 많은 변화가 일어났다. ‘모두

같다’라고 대답한 학생은 15%에 불과했으며 85%에 해당하는 학생들이

해당 시행 횟수의 가운데 횟수에서 답을 찾고자 하였다. 즉, 이항 분포에

대한 ‘중심 경향성(central tendency)’를 가지게 되었다는 점이다.
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[그림 Ⅳ-10] 유형 2 : 사고 실험에 의존한 판단

흥미로운 점은 중심 경향성을 가지게 된 학생들의 정당화 방식이 다양

했다는 점이다. 그 유형을 크게는 세 가지로 나누어 보았다. 첫 번째 유

형은 대다수의 학생이 시도한 유형으로 해당 문제에서 나올 수 있는 모

든 ‘표본 집합’을 나열한 후에 이를 통해 ‘표본 공간’의 개수를 세어서 가

장 많은 경우의 수가 나오는 변수를 답으로 선정하는 유형이다. 표본 집

합을 나열하는 방법은 사건의 발생 유무를 ‘O, X’로 파악하는 학생부터

‘수형도’, 그리고 선행 학습으로 진행된 ‘쌓기 나무 마이크로월드’에 이르

기까지 다양했다. ‘린덴마이어 확률 표현’을 기초로 한 경험이 학습자에

게 ‘표본 집합’으로써 사고의 대상에 그대로 연결이 되어 확률적 사고를

할 수 있게 해 주는 징검다리 역할을 하였다.

두 번째 유형은 해당 학습 환경의 사고 실험 결과에 의존하는 경우이

다. 즉, 문제의 현상을 그대로 학습 환경에 담아 거북이라는 에이전트에

게 실행이 되었을 때 그 결과를 몇 번 진행한 후 이를 귀납적으로 해당

문제의 해답으로 사용한 경우이다. 현상을 모델링한 해당 설계 환경의

사고 실험은 주어진 변수들의 빈도수를 그대로 학습자에게 보여준다. 이

를 통해 확률적으로 이 변수가 가장 높다고 판단함에는 연역적인 알고리
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[그림 Ⅳ-11] 유형 3 : 실행 가능한 표현을 통한 정당화

즘의 필요가 없다. 몇몇 학생들은 이러한 반복되는 사고실험을 통해 그

저 이러한 현상은 가운데가 가장 많을 것으로 보인다고 단정을 지어 버

리는 학생들도 있었다.

마지막 유형으로는 해당 과제의 정당화를 자신이 코딩한 실행식에서 찾

고자 하는 학생이다. 즉, 해당 문제의 두 가지 요소, 즉 사건의 발생 유

무를 종전의 쌓기 나무의 두 가지 표현으로 나누어 이를 실행식으로 코

딩하는 작업을 하였다. 그리고 이 실행식의 결과를 기억하여 이를 통해

해당 답변의 정당화를 이끌고자 하는 노력을 하였다. 실행식 자체는 마

이크로월드에 에이전트를 원하는 방향대로 옮길 수 있는 실행 가능한 표

현체계이자 학습자에게 정당화 도구로 쓰일 수 있는 언어 체계가 될 수

있다.

본 연구에서 제시한 세 가지의 기본 실행식을 통한 확률 학습 환경은

학습자에게 강하게 작용하고 있는 ‘표본 공간에 대한 동 확률의 가정’이

라고 하는 편향성에 어느 정도 영향을 줄 수 있는 환경으로 도입될 수
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있다. 또한 실행식 자체에서 제공하는 ‘표본 집합’에 대한 경험은 그대로

에이전트의 움직임으로 체화된 확률 상황으로 연결되어 학습자의 판단을

올바르게 하게 해 주는 가능성을 부여함과 동시에 이에 대한 정당화 도

구를 제시하는 학습 환경으로서 역할을 하였다.
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Ⅴ. 요약 및 결론

1. 요약

확률은 그 분야의 특성상 비결정론적인 성격을 지니기 때문에 알고리즘

과 연역적인 방식으로는 한계점이 존재하며 다양한 오개념을 가질 수 있

는 학습 대상이다. 이에 많은 연구들은 확률 지도에 있어서 귀납적으로

실험을 할 수 있는 학습 환경에 초점을 맞추기 시작했으며 이러한 방법

론적 수단으로 테크놀로지의 힘을 빌리기 시작했다. 하지만 종전의 테크

놀로지 기반 시뮬레이션 환경은 학습자의 확률 편향성을 바꿀 수 있다는

장점을 지니고 있지만 적절한 언어를 제시하지 못함으로써 자신의 사고

에 대한 정당화 과정을 할 기회를 창출하지 못하는 한계점을 가지고 있

었다.

Computational thinking 역량 강화의 목소리가 높아지고 확률 학습 환

경에 대한 변화의 요구가 높아지면서 많은 확률 교육 연구는 프로그래밍

언어를 이용하여 학습 환경을 설계하는 것에 초점을 맞추었다. 하지만

전문적인 프로그래밍 언어는 너무 난해하게 제작되었으며 교육용 확률

학습 환경은 대부분 충분한 프로그래밍 언어 체계를 제시하지 못하고 있

다는 지적이 있었다.

이에 본 연구에서는 기존의 확률 교육의 한계점을 극복할 수 있는 확률

학습 환경을 위해 실행 가능한 표현 기반 확률 학습 환경을 모색하였다.

이에 JavaMAL 마이크로월드를 기초로 하여 ‘이항 분포’라고 하는 확률

론의 한 분야를 선정하여 이를 실행 가능한 표현으로 모델링하여 학습자

가 스스로 구성할 수 있는 학습 환경을 설계하기에 이르렀다. 본 연구에

서는 다음과 같은 연구 문제를 제시하였다.

연구 문제 1. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경을 어떻게
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설계할 수 있는가?

연구 문제 2. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경을 통해 어

떠한 수업을 제시할 수 있는가?

연구 문제 3. 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 학습 환경은 기존의

확률 학습 환경과 비교하여 어떠한 의의가 있는가?

위의 연구 문제에 대해 논의하기 위하여 본 연구에서는 아래와 같은 과

정으로 연구를 진행하였다,

먼저 확률 프로그래밍 언어 기반 학습 환경의 장점 및 단점에 대해 알

아보았다. R언어 SPSS와 같은 전문적인 확률 프로그래밍 언어에서부터

ABM 기반 확률 학습 환경인 NetLogo, ProbLab등과 같은 기존의 확률

학습 환경에 대해 알아보고 이러한 확률 프로그래밍 언어의 개선해야 할

점을 찾아보았다.

그리고 이러한 문제점을 개선해 줄 도구로 실행 가능한 표현을 선정하

여 이에 대한 이론적 배경을 얻고자 하였다. 최근 전 세계적으로 각광을

받고 있는 computational thinking의 진행 상황 및 정의에 대해 다루고

이 사고력이 수학 학습에 끼칠 영향에 대하여 살펴봄으로써 실행 가능한

표현의 틀을 잡았다. 또한 이러한 ‘실행 가능한 표현’을 통해 에이전트의

움직임으로 확률 현상을 모델링하고자 했던 본 연구의 취지에 기반이 되

는 Papert(1980)의 constructionism에 대해 알아보았다. 또한 ‘거꾸로 교

실’로 명명하고 있는 수업 패러다임을 이론적 배경으로 하여 본 연구의

학습 환경의 효과를 극대화 할 수업 모델을 제시하고자 하였다.

이론적 배경을 토대로 여러 확률 개념 중 거북이의 ‘몸짓 언어’로 모델

링하는데 용이한 확률 상황인 ‘이항 분포’를 선정하여 실행 가능한 표현

기반 이항 분포 탐구 프로그램을 설계하였다. 이항 분포 현상의 핵심 요

소를 모델링 할 수 있는 실행 가능한 표현을 설계하고 이러한 표현이 실
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행되었을 때 시뮬레이션 될 마이크로월드 결과창을 구현하였다. 설계된

학습 환경을 토대로 학교 현장에서 직접 적용해 볼 수 있는 확률 현상을

선정하여 확률 실험을 설계하였으며 이러한 확률 학습 환경에 적절한 수

업 모델을 제시하였다. 두 번에 거친 적용 결과를 통해 학습 환경을 수

정·보완하여 연구 참여자의 피드백을 바탕으로 결과를 정리하였다.

이상의 절차를 통한 각 연구 문제에 대한 결과는 다음과 같다.

연구 문제 1에서 이항 분포의 핵심 사항, 즉, 주어진 사건의 발생 유무

에 따라 확률적으로 사고해야 하는 현상에 대한 모델링 표현 체계를 구

축해야 했다. 이에 JavaMAL 마이크로월드 상에서 거북이라는 에이전트

의 ‘왼쪽, 오른쪽’ 혹은 ‘위, 아래’와 같은 대비되는 ‘몸짓 언어’를 기초로

하는 실행 가능한 표현 체계를 설계하고자 하였다. 수학 언어 체계와 시

뮬레이션 환경을 구축하게 할 코딩 언어 등으로 실행식 체계를 구성하였

으며. 사건의 발생 유무를 확률적으로 발생시킬 표현 체계로 L-system

의 아이디어를 차용한 ‘린덴마이어 확률 표현’을 설계하였다. 즉 주어진

치환 문자에 두 가지의 양분된 사항을 표현하여 이항 분포 현상을 모델

링하고자 하였다. 그리고 이를 실행시킴으로써 거북이의 움직임으로 주

어진 현상을 시뮬레이션 하게 하여 확률 실험을 구축하고 학습자에게

'What if?' 전략에 입각한 다양한 확률적 사고를 돕도록 환경을 설계하

였다.

먼저, 중학교 학생들을 대상으로 한 ‘도로망 방법 탐구 프로그램’과

‘RBW 확률 탐구 프로그램’은 Tucker(2002)가 제시한 도로망 방법(block

walking method)이라는 조합론 분야의 방법론이 학습자의 확률적 판단

에 영향을 주기를 기대하며 설계하였다. 파스칼의 삼각형과 동일한 경로

배치에 해당 에이전트가 출발점에서 ‘L, R’이라는 두 가지 선택사항으로

내려간다는 현상으로 모든 이항 분포 상황을 모델링 하고자 하였으며 이

를 치환문자와 랜덤워크 디자인이라는 실행 체계를 접목시켜 JavaMAL

마이크로월드 게시판에 학습 환경을 설계하여 제공하였다.
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이 후 이 학습 환경의 보완점, 즉, 학습자가 코딩할 수 있는 실행 가능

한 표현 체계가 부족하다는 점, 해당 경로의 배치가 고정 되어 있다는

점, 그리고 기존 랜덤워크의 모델과 유사한 방식으로 자연스럽게 디자인

하여야 한다는 점 등을 반영하여 초등학교 학생들을 대상으로 새로운 학

습 환경을 제시하였다.

Papert(1980)가 강조한 학습 환경의 방향성은 학습자가 모국어를 다루

듯이 자신의 실행식을 다루어 좀 더 적극적인 도구를 다루는 능력을 길

러야 한다는 것이었다. 이를 반영하여 학습자가 직접 다룰 수 있는 기본

적인 실행식 세 가지와 다양한 코딩 언어를 가지고 구성 활동을 설계하

였다. 종전의 학습 환경에서 제시한 L-system 기반 ‘린덴마이어 확률 표

현’을 거북이의 움직임으로 현상을 전환시킴과 동시에 해당 도착지점의

빈도수를 통해 경우의 수와 확률 판단 사이의 연결성을 도모한 ‘도수분

포준비 및 반복’을 첨가하였다. 그리고 Gigerenzer & Hoffrage(1995)의

아이디어를 반영하여 도착지의 빈도수를 자연수로 라벨처럼 달아 직접

확률 계산을 시행해 볼 수 있게 하는 실행식인 ‘값’을 도구로 제시하였

다.

먼저 이 ‘린덴마이어 확률 표현’을 쌓기 나무 마이크로월드에 표현해 보

는 구성활동을 통해 먼저 현상의 모든 경우를 확률적으로 표현해 주는

실행 가능한 표현을 구성한 후 바로 ‘도수분포준비’로 전환하여 현상의

모든 경우를 사건의 발생 횟수에 따른 표본 공간으로 집합시키게 함으로

써 확률 사고에 도움이 될 수 있도록 설계되었다.

연구 문제 2에서는 먼저 초등학생 대상 이항 분포 학습 환경에서 쓰인

실행 가능한 표현 체계에 대해 재해석하였다. 본 연구의 실행 가능한 표

현 체계의 궁극적인 목적은 이항 분포와 관련한 현상에 대한 모델링과

이에 대한 즉각적인 피드백이 될 시뮬레이션에 있다. 본 연구의 프로그

램에 쓰인 실행 가능한 표현은 이항 분포 현상을 모델링 할 수 있는 ‘수

학적 언어 표현’을 제공함과 동시에 마이크로월드 상의 거북이의 경로



- 100 -

생성을 시뮬레이션 함으로써 ‘분포의 시각적 표현’을 제공한다.

이러한 실행 가능한 표현에서 제공하는 언어 표현 체계와 시각적 결과

물은 학습자에게 ‘What if?’ 전략에 기초한 확률 실험을 가능하게 해 준

다. 즉, 현상에서 핵심 요소를 모델링 하고 해당 실행식 체계에서 수정을

통해 지속적인 실험을 가능하게 할 수 있도록 언어 체계를 설계하고 이

를 통해 랜덤워크 기반 시뮬레이션 표현을 통해 즉각적 피드백을 받을

수 있도록 제작되었다. 이를 통해 자신의 확률적 사고를 올바른 확률적

직관으로 바꿀 수 있는 경험을 할 수 있다.

거북이라는 에이전트의 상반된 두 가지의 움직임을 수식으로 표현하여

사건의 발생 유무를 모델링 할 ‘, ’라는 기본 수식을 기초로 ‘,  ’와

같은 ‘수식 체계’로 이루어져 있다. 뿐만 아니라 computational thinking

역량 강화의 취지에 부합하면서도 최종적으로 학습자 스스로 확률 실험

을 구성할 수 있게 하는 ‘도수 분포 준비, 반복, 약속’ 등과 같은 ‘코딩

언어’로 이루어져 있다. 기존의 프로그래밍 언어 기반 확률 학습에서 지

적되고 있는 난해함을 극복하고자 학습자에게 친숙한 수식과 일상 언어

로 구성하고자 하였으며 이러한 언어 체계는 기존에 시뮬레이션 확률 학

습 환경에서는 제공하지 못하였던 의사소통의 역할을 할 언어 체계를 부

여해 줄 수 있다.

이러한 실행 가능한 표현 체계로 교사가 학교 현장에서 학습자에게 제

시할 수 있는 현상은 매우 다양하다.

첫 번째로, 여러 연구에서 밝혀진 바 있는 확률적 오개념, 즉 학습자가

이항 분포의 확률 변수인 ‘사건의 발생 횟수’에 대하여 횟수에 관계없이

모두 확률이 같다고 가정을 하는 오개념을 극복할 수 있는 구성 활동이

가능하다. 이를 극복하기 위해선 ‘독립 시행의 확률’이라는 학교 수학의

내용을 학습자에게 가르쳐야 하지만 학교 수학에서는 공식화시켜 이를

통해 현상에 접목하게 하는 연역적 방식을 취하고 있다. 게다가 해당 확

률 개념은 매우 난해하여 어린 학생일수록 그 확률적 개념을 이해하기가

힘들다. 본 학습 환경은 ‘린덴마이어 확률 표현’에 대한 실행 및 피드백
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을 통해 해당 표본 공간 내의 ‘표본 집합’에 대한 경험을 가능하게 한다.

그리고 이 ‘린덴마이어 확률 표현’을 거북이의 ‘몸짓 언어’로 시뮬레이션

했을 때의 각각의 변수의 빈도수가 다르다는 점을 인식, 이를 앞서 경험

한 ‘표본 집합’에 근거하여 그 정당화가 가능하도록 하는 구성 활동을 제

공해 줄 수 있다.

두 번째로, 학교 수학에서 제시하는 이항 분포 알고리즘에 핵심 요소인

사건의 발생 확률, 그리고 시행 횟수를 변화를 줌으로써 확률 실험을 진

행 할 수 있다. 치환문자 의 실행 횟수를 바꾸면 시행 횟수에 따른 분

포 상황을 피드백으로 받아 사고 실험을 할 수 있게 된다. 이러한 확률

실험을 위해선 ‘약속’ 명령을 통한 경로의 길이의 조정이 필요하며 이러

한 구성 활동은 computational thinking 역량 강화를 가져올 하나의 코

딩 교육이 될 수 있다. 또한 ‘린덴마이어 확률 표현’의 두 가지 ‘몸짓 언

어’의 확률을 조절함으로써 사건의 발생 확률에 따른 분포 상황을 실험

해 볼 수 있다. ‘린덴마이어 확률 표현’에 ‘ ’라는 실행식을 접목, 확률

에이전트를 만들어 냄으로써 다양한 이항 분포 현상에 대한 시뮬레이션

이 가능하다.

이러한 실행 가능한 표현 기반 학습 환경을 좀 더 학습자에게 알맞은

수업 형태로 제시하기 위해서 본 연구에서는 거꾸로 교실 통한 수업 모

델을 제시한다. 인터넷 기반 학습 환경은 동영상, 학습 환경 게시판 등을

통해 학습자가 실행 가능한 표현 체계를 학습하고 교실 환경을 벗어나

다양한 현상을 미리 사고 실험할 수 있는 환경을 제공해 줄 수 있다. 또

한 댓글 혹은 그룹 채팅과 같은 방식으로 학습자간의 또는 학습자와 교

사·컴퓨터 간의 의사소통을 원활하게 진행하게 해 준다. 교실 수업에서

는 이러한 경험을 바탕으로 토론 학습 및 교사의 적절한 정리 학습으로

학습자의 사고 과정 속의 올바른 확률적 직관을 가지게 할 수 있다. ‘확

률 오개념 극복 교수학적 상황 진행 단계(신보미 & 이경화, 2006)’에 기

초한 본 연구의 수업 모델은 실행 가능한 표현 기반 환경에 기대 효과,

즉, 현상에 기초한 확률 실험 기반 학습과 원활한 의사소통을 가능하게
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해 줄 수 있는 수업 모델이다.

연구 문제 3에서는 실행 가능한 표현 기반 이항 분포 탐구 프로그램이

기존의 확률 학습 환경에 견주어 어떠한 의의가 있는지를 살펴보았다.

본 프로그램의 가장 큰 특징은 다른 확률 학습 프로그램에 비하여 실행

가능함(executable)을 전제로 한 언어 체계 자체를 수면 위로 끌어 올렸

다는 점이다. 본 연구에서 제시하는 실행 가능한 표현은 현상에 대한 자

신의 사고를 명령창 내에 쉽게 언어화할 수 있도록 설계되어야 했으며

이러한 언어 표현 자체가 현상의 핵심 개념이 숨어 있게 해야 했다. 이

러한 설계 의도로 본 실행 가능한 표현은 가능한 쓰기 쉽고 친숙한 일상

언어와 수식 기호로 제작되었으며 각각의 표현의 의미는 현상 내의 구조

를 함축적으로 보유할 수 있도록 제작되었다.

이러한 설계 방식으로 기대할 수 있는 효과는 두 가지이다. 첫째로, 현

상으로부터 출발하는 실험 기반 학습이 가능해진다. 기존의 프로그래밍

언어보다 친숙하고 쉽게 전이가 될 수 있도록 설계된 실행 가능한 표현

은 현상을 모델링 할 도구의 역할을 충분히 할 수 있다. 그리고 이러한

표현 체계는 시뮬레이션을 즉각적으로 실행하면서 피드백을 준다. 이러

한 학습 환경은 학교 교실 환경에서는 제공할 수 없었던 귀납적 접근 방

식으로 확률 학습을 가능하게 한다.

또 하나는 프로그래밍 언어를 통한 의사소통이다. 본 연구에서 가장 초

점을 맞추고자 했던 바는 자신이 표현한 프로그래밍 언어 자체를 가지고

컴퓨터·교사·동료 학생들과 원활한 의사소통을 할 수 있도록 하는 것이

었다. 본 연구는 모국어와 같이 쉬우면서도 강력한 아이디어(powerful

idea)를 내포한 도구를 제공할 것을 강조했던 Papert의 constructionism

을 배경으로 하였다. 이에 따라 이항 분포 현상의 핵심 아이디어인 ‘사건

의 발생 유무’를 거북이의 ‘몸짓 언어’인 , 로 설계하여 ‘사건의 발생

확률’, ‘시행 횟수’, ‘자연 빈도수’, ‘랜덤 워크’와 같은 구조를 일상 언어와

친숙한 수식으로 설계, 이를 통해 자신의 변화된 사고를 자연스럽게 의
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사소통할 수 있도록 하였다. 이러한 설계 의도는 R언어와 SPSS와 같은

전문적인 확률 프로그래밍 언어 및 ProbLab과 같은 교육용 확률 소프트

웨어에서는 구현할 수 없었던 적극적인 언어 표현이라고 할 수 있다.

본 연구에서는 두 번에 걸쳐 이항 분포 학습 환경을 실제 학교 현장에

적용해 봄으로써 위에서 언급한 의의를 확인해보고자 하였다. 아쉽게도

거꾸로 교실 수업 형태로 제시하기에는 시간과 공간의 문제가 있어 진행

하지는 못하였다.

먼저 중학생 대상 탐구 프로그램인 ‘도로망 탐구 프로그램’과 ‘RBW 탐

구 프로그램’은 S시 소재 중학교의 영재학급 학생 20명을 대상으로 적용

연구를 진행하였다. 적용 결과 학습자들은 과 이라고 하는 두 가지의

실행 가능한 표현을 가지고 거북이를 해당 도착지에 도착하게 하는 언어

표현 체계를 구성하였다. 그리고 이러한 표현체계를 정당화의 근거로 잡

아 다양한 조합론적 논증을 하는 모습을 보였다. 게시글에 표현한 실행

가능한 표현 및 댓글 등을 통해 학습자끼리의 의사소통이 진행되었다.

학습자는 서로의 사고를 공유하면서 ‘도로망 방법’에서 얻어야 할 조합론

적 구조를 파악하였다.

하지만 이러한 경험이 추후 구성활동에서 영향력을 주지는 못하였다.

‘도로망 방법’을 그대로 확률 과제로 전환하는 환경인 RBW 학습 환경을

학습자에게 제공받았다. 하지만 대부분의 학생들은 RBW에서 시각화 하

고 있는 도착 지점에 서로 다른 빈도수를 보았음에도 불구하고 처음의

오개념을 그대로 고수하였으며 종전의 조합적인 아이디어와 RBW에서

제시하고 있는 확률 과제와 연결을 시키지 못하였다. 소수의 학생들만이

기존의 지점의 경로의 수를 가지고 해당 확률 과제의 답을 정당화하였으

며 이를 통해 ‘독립시행의 확률’의 아이디어를 끌어내는 모습을 보였다.

이러한 이유를 조합론이라는 분야 자체가 학습자에게 난해하게 작용했을

가능성이 높으며 학습자가 쓸 수 있는 실행 가능한 표현 체계가 부족하

다고 보고 이를 보완하여 좀 더 적극적으로 코딩을 통해 구성 활동을 할

수 있는 학습 환경을 설계하였다.
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초등학생 대상 확률 학습 환경은 S시 소재 초등학교 6학년 60명을 대

상으로 진행하였다. ‘린덴마이어 확률 표현’, ‘도수분포준비와 반복’, ‘값’

이라는 세 가지 형태의 실행식을 통해 먼저 쌓기 나무 마이크로월드 기

반 경우의 수 탐구 활동을 진행 후 이를 확률 상황에 적용하는 학습 방

식으로 진행하였다. 그 후 학습자에게 중학생 대상 탐구 프로그램에서와

동일한 과제를 부여하였다. 그 결과 이항 분포 현상의 ‘사건의 발생 횟

수’에 따른 확률에 대한 과제에 대한 해결 방식에 변화를 보였다. 사전

검사에서는 해당 변수를 같은 확률로 가정하였던 학생들이 사후 검사에

서는 ‘중심 경향성(central tendency)’ 가지고 판단을 하기 시작했다. 그

들의 정당화 과정은 크게는 세 가지의 유형을 보였는데, 첫 번째는 ‘표본

공간’ 내의 ‘표본 집합’을 시각적으로 구성하여 이를 통해 확률적으로 판

단한 유형, 두 번째는 자신이 코딩을 통해 구성한 사고 실험에 의존하여

판단을 하는 유형, 그리고 마지막으로 실행 가능한 표현을 통한 실행식

으로 표현된 코딩 체계를 바탕으로 정당화하려는 유형 등이 관찰되었다.

이 과정에서도 학습자는 실행 가능한 표현 체계 자체를 가지고 다양한

상호작용을 하였으며, 직접 제작한 실행 가능한 표현을 통해 적극적으로

실험하고 정당화하는 모습을 보였다.

2. 결론 및 제언

본 연구는 현재 학교 수학에서 제시하고 있는 확률 학습에 대한 문제점

을 개선해야 할 필요성, 그리고 computational thinking 역량 강화에 대

한 필요성이라는 두 가지의 큰 배경을 가지고 출발하였다. 기존의 연구

에서 주장하고 있는 전제, 즉, 확률 학습 환경에 테크놀로지 기반 시뮬레

이션 환경이 기존의 학교 현장에서 제공하지 못하는 실험 기반 환경을

제공할 수 있다는 전제를 본 연구에서도 따르고자 했으며 이에 기존의

프로그래밍 언어 기반 확률 학습 환경을 분석하였다.

그 결과 R언어나 SPSS와 같은 전문적인 프로그래밍 언어는 난해하다
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는 이유로 전문가들에 의한 단순한 프로그래밍 도구로만 쓰이고 있었으

며 학교 현장에 적용되고 있는 대부분의 시뮬레이션 프로그램은 클릭 및

드래그 혹은 숫자 대입과 같은 단순한 방식으로 제작되어 있어 현상을

모델링 할 수 있는 언어 체계가 부족했다. 즉, 프로그래밍 도구 자체가

학습자의 모델링 및 시뮬레이션 도구이자 의사소통의 요소로 활용되지

못하고 있었다.

본 연구는 이러한 문제점의 개선 방향으로 실행 가능한 표현을 제시한

다. 설계자의 의도가 충분히 담긴 모국어와 같은 친숙하고 쉽게 쓰일 수

있는 언어 표현 체계를 설계하였다. 또한 이러한 언어 체계가 실행 가능

함(executable)을 전제로 할 수 있도록 Papert의 constructionism에서 착

안한 거북이의 시뮬레이션 마이크로월드에 이 언어 체계가 사용될 수 있

도록 설계하였다.

‘린덴마이어 확률 표현’, ‘랜덤워크’, ‘자연 빈도수’와 같은 수학적 언어를

기초로 하여 이항 분포 현상의 핵심 아이디어를 모두 거북이의 확률 경

로로 표현할 수 있도록 이항 분포 탐구 프로그램을 제작하였다. 이를 통

해 확률 사고 실험에 기초를 두어 ‘What if?’ 전략을 써 가면서 귀납적

으로 확률 학습을 할 수 있도록 유도하였다. 또한 이러한 실행 가능한

표현 체계 자체가 자신의 확률 사고의 정당화 도구로 쓰일 뿐만 아니라

다양한 의사소통의 장을 통해 컴퓨터나 타인과 원활한 의사소통을 할 수

있도록 하였다.

또한 이러한 실험적 접근, 의사소통이라는 기대 효과를 극대화 할 수

있는 수업 모델을 ‘거꾸로 교실’에서 잡아 시공간을 초월한 적극적인 수

업 지도안을 설계하였다. 이 지도안에는 학교 현장에 직접 접목할 수 있

는 교육과정 내의 구성 활동이 포함되어 있으며, 웹 기반 마이크로월드

라는 환경을 충분히 활용할 수 있는 다양한 요소를 바탕으로 수업 지도

안을 짰다. 적용 결과 학습자는 본 학습 환경에 실행식을 사용하여 거

북이의 ‘몸짓 언어’를 통해 현상에 대한 실험을 하고, 이를 정당화의 도

구로 이용하였으며 다른 학습자, 또는 컴퓨터와 상호작용하였다. 또한 이
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를 통해 이항 분포에 대한 오개념을 극복하고 이론화 하는 모습을 보였

으며 코딩 학습에 대한 즐거움을 느낄 수 있었다.

본 연구는 기존의 학습 환경에 비해 프로그래밍 언어 자체를 하나의 도

구로 자유롭게 쓸 수 있게 하는 예시를 제시했다는 점에 의의를 둘 수

있다. 본 연구의 의도는 자신이 코딩한 실행 가능한 표현 자체가 학습자

의 사고의 변화뿐만 아니라 이를 표현하고 말할 수 있게 하도록 하는데

초점을 맞추었다. 또한 거북이의 ‘몸짓 언어’를 통해 거북이의 확률적 경

로라는 움직임으로 이항 분포 현상을 모델링하였다는 점에서, 다양한 현

상을 하나의 마이크로월드에 모아서 구성 활동을 진행을 할 수 있다는

점에서도 의미가 있을 것이다.

하지만 본 연구에서는 몇 가지 한계점이 노출되었다. 본 학습 환경에서

제시하는 실행 가능한 표현은 이항 분포 현상과 관련한 모든 요소들을

모델링 할 수 있는 도구라고 보기에는 부족하다. 또한 적용 연구는 시간

과 공간의 부족으로 인해 본 연구에서 제시하는 수업 모델에 맞는 형태

를 제공할 수 없었다. 그 이유로 적용 연구 결과는 본 학습 환경 자체에

대한 협소한 결과만을 얻을 수 없었다. 또한 적용 대상이 소수의 인원으

로 진행되었기에 학습자가 올바른 확률 사고로 바뀌는 데 도움이 되었다

는 본 연구의 결과는 신뢰도가 떨어진다. 또한 이항 분포와 관련한 기본

적인 현상을 가지고 몇 가지의 과제만을 다루었기 때문에 설계 의도대로

결과를 얻었다고 보기에는 어려움이 있다.

마지막으로 본 연구의 설계 과정과 논의를 바탕으로 다음과 같이 후속

연구를 위한 제언을 하고자 한다.

첫째, computational thinking 역량 강화의 목소리가 높아지는 현 시대

에 프로그래밍 언어 자체가 학습자의 사고의 도구로써 전면에 부각되어

야 한다. 코딩 교육은 최근 교육과정 내에 필수적으로 들어가야 한다는

주장이 신뢰도를 얻어가고 있다. 이러한 흐름에 맞추어 수학 교육 연구

에서는 학습자에게 유의미한 변화를 줄 수 있는 코딩 학습이 필요하다.

하지만 기존의 프로그래밍 언어는 매우 전문적이거나 매우 단순한 형태
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를 지니고 있다. 이를 개선하기 위해서는 이 둘의 중간에 위치하여 자신

이 코딩한 언어 체계 자체가 자신의 사고의 정당화 도구이자 의사소통의

도구로 쓰일 수 있도록 해야 한다. 본 연구에서는 JavaMAL 마이크로월

드라는 학습 환경을 선정하고 이항 분포라는 확률 구조를 선택, 이를 거

북이의 ‘몸짓 언어’를 통해 쉽고 전이가 빠르면서도 학습자의 도구로써

의미가 있는 실행 가능한 표현을 설계하고자 한 연구이다. 이러한 시도

는 교실 환경에서는 구현할 수 없었던 학습자 중심의 적극적인 구성 활

동을 가능하게 할 수 있다. 그 동시에 computational thinking 역량 강화

를 가능하게 할 수 있을 것이다.

둘째, 이항 분포 현상뿐만 아니라 다양한 확률 학습에서 현상에 기초한

모델링 및 시뮬레이션을 할 수 있게 하는 실행 가능한 표현 체계 기반

학습 환경 설계 연구가 진행될 필요가 있다. 현상에서 출발하여 실험적

인 접근법으로 확률 학습이 이루어져야 하며 적절한 시뮬레이션 피드백

이 학습자에게 올바른 확률 사고를 유도할 수 있다는 것은 이미 선행 연

구에서 증명된 바 있다. 실행 가능한 표현은 시뮬레이션 사고 실험을 부

여함과 동시에 이를 위해 구성한 프로그래밍 언어 자체가 동시에 학습자

의 의사소통 및 정당화 도구로 쓰일 수 있다는 장점이 있다. 이는 비단

이항 분포 뿐만 아니라 다양한 확률 현상에서도 모델링 및 시뮬레이션

도구로써 쓰일 수 있는 가능성이 있다. 다양한 후속 연구를 통해 본 연

구에서 의도하고자 했던 실행 가능한 표현 기반 확률 학습 환경의 효과

를 극대화할 수 있는 새로운 확률 교육이 진행될 수 있기를 희망한다.

마지막으로 본 연구에서 제시한 수업 모델에 따른 추가적인 후속 연구

가 필요하다. 이항 분포 탐구 학습 환경은 기본적으로 학습자의 다양한

확률 실험 및 의사소통을 전제로 한다. 본 연구에서 실시한 교실 환경에

서의 적용 연구는 이러한 활동에 대한 제한이 있을 수밖에 없다. 본 연

구에서도 실시한 S대 영재원 멘토링 사이트를 통해 시도하고자 했던 거

꾸로 교실 기반 수업 모델과 같은 적용 연구를 통해 본 학습 환경에 대

한 분석을 좀 더 발전적으로 진행해야 할 필요가 있다.
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Daniel Kahneman

[부록] 교재

확률 패턴 사고 실험제2부

 읽을거리 - 카네만의 문제와 자판기 모델

　다음과 같은 질문을 읽고 A와 B중 하나를 선택

해보자.

Q1: 600명을 사망시킬 수 있는 질병이 발생했을 때 어떤 치료법을 사

용하겠는가?

A: 200명의 생명을 구할 수 있는 치료법

B: 600명 모두 사망할 확률이 2/3나 되며, 모두 살릴 가능성은 불과 

1/3인 치료법

위의 질문은 대니얼 카네만이 제시한 문제이

다. 그는 이스라엘 국적의 심리학자겸 경제학자

로서 2002 노벨 경제학상 수상자다. 그의 학문

적인 업적은 판단과 의사결정분야의 심리학, 행

동경제학과 행복심리학이다.　 카네만은 동일한 

상황이라도 어떤 방식으로 사용자에게 전달하느

냐에 따라 사용자의 반응이 달라질 수 있음을 아

래와 같은 실험을 통해 입증하였다. 
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여러분이 위의 질문에 대답을 골랐다면, 이번

에는 아래의 질문을 읽고 C와 D 중 하나를 선택

해보자. 

Q2: 600명을 사망시킬 수 있는 질병이 발생했을 때 어떤 치료법을 사용

하겠는가?

C: 400명은 사망하는 치료법

D: 600명 모두를 살릴 확률이 1/3이나 되며, 모두가 사망할 확률은 2/3

에 머무르는 치료법

 비슷하면서 조금은 다른 두 문제에 대한 답을 골랐다면, 실제 많은 사

람들은 어떻게 생각했는지를 살펴보자. 

 우선, Q1의 질문에 대하여 72%가 선택지 A를 선택했다. Q2의 질문에

는 D를 선택한 사람이 78%에 달했다고 한다. 실제로 A와 C, B와 D는 

동일한 내용이지만 어떻게 표현하느냐에 따라 그 결과는 상당히 다르다

는 것을 알 수 있다. 이처럼 동일한 상황을 표현하는 방법은 그 결과에 

큰 영향을 줌을 알 수 있다. 확률의 학습이 어려운 것은 실생활의 여러 

상황을 표현하는 방법이 다양하기 때문이기도 하다. 다르게 얘기한다면, 

확률의 여러 가지 표현을 우리가 알기 쉬운 은유(metaphor)로 나타낸다

면, 조금 더 쉽게 다가갈 수도 있을 것이다. 이번 장에서는 우리가 자주 

보는 경우의 수 문제를 자판기 모델로 이해하고 표현해보면서 그 구조를 

파악해보도록 한다. 
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 수업1. 확률 패턴 현상 보기

 1부의 쌓기나무 성장패턴 탐구에서 우리는 거북 명령어를 통하여 다양

한 쌓기나무 패턴을 살펴보았어요. 쌓기나무 성장패턴은 X가 점점 성장

해가며 쌓기나무 블록을 쌓는 패턴이었죠. 이 때의 거북실험은 여러 번 

실행을 하더라도 항상 같은 결과가 나타나게 되요. 2부에서 배우게 될 

확률 패턴은 결과가 어떻게 나타날지 여러 번의 실험을 통해서 살펴보도

록 할까요?

 자바매쓰 사이트에 (http://www.javamath.com/class) 여러분들이 실험

해 볼 게시판을 만들어 놓았어요. 사이트를 들어가서 오른쪽 위에 있는 

실습 게시판을 눌러보도록 할게요. 

 실습 게시판을 누르면 게시판에 있는 [2015 창의캠프] 2부. 확률 패턴 

사고 실험 글을 눌러서 첫 번째 실험을 실행하도록 할게요. 
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 게시판 글에 들어가서는 아래 그림과 같이 먼저 거북이 아이콘을 클릭

하도록 해요. 거북이 아이콘을 클릭하면 자바말 프로그램이 실행될 것이

에요. 그 이후에 게시판 글에 있는  버튼을 누르게 되면 해당 명령어

에 대한 실행 결과를 볼 수 있어요.
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명령창 실행버튼

질문 1-2 

 여러 번의 실행을 통하여 나타날 수 있는 모든 경우를 그려 보세요.

 과제 1

 쌓기나무 패턴 때와 같이 아래와 같은 명령어가 쓰였어요.  버튼을 

눌러 실험을 해보고 실행 결과를 아래 표에 그려 보세요.

질문 1-1

  실행버튼을 누른 후, 실행 결과를 그려 보세요.

1번째 실행 2번째 실행

 명령창의 명령을 살펴보면,  일 때, 거북이에게 X를 2회 실행하라

고 명령한 것이죠? 이 때, 나타날 수 있는 결과는 run 버튼을 누를 때마

다 확률적으로 다르게 나타나게 되요. 이렇듯, 실행할 때마다 결과가 확

률적으로 다르게 나타나는 패턴을 확률 패턴이라고 해요. 
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질문 1-4 

 n의 값을 바꾼 실험의 결과를 보았을 때, X는 과연 무엇일까요?

 이번에는 위의 명령창에서 의 값을 3으로 변경시켜 본 후 나오는 그

림을 가지고 를 추측해 보도록 하자.

질문 1-3

  명령창의 의 값을 3으로 변경시킨 후  버튼을 누르자. 

  이 때, 실행 결과를 그려 보세요.

1번째 실행 2번째 실행

  일 때의 그림을 살펴보면 다음과 같아요.

  일 때의 모든 경우를 살펴보게 되면, 거북이는 앞으로 2칸 이동하

면서 아래로 2개의 블록을 쌓거나 위로 2개의 블록을 쌓고 있어요. 즉, 

X라는 명령어는 S[uu]와 S[dd]중 하나를 확률적으로 갖게 된다는 것이

죠. 이는  일 때도 마찬가지로 가능한 모든 그림이 나타나게 되기 

때문에 우리는 언제나 X는 S[uu]와 S[dd] 중 하나의 값을 랜덤으로 갖

게 된다고 이야기할 수 있어요.
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그림 (1) 그림 (2) 그림 (3) 그림 (4)

질문 1-5 

 위에 보이는 그림 4가지 중에서는 과연 어떠한 그림이 가장 자주 나타나게 

될까요?

질문 1-6 

 위의 실험을 참고하여, 동전을 2회 던졌다고 생각할 때, 그럼 앞면이 몇 번 

나오는 것이 가장 많이 나타나게 될까요?

X = 'S[uu] , S[dd]' 와 같이 표현하는 것을 린덴마이어 확률 

표현이라고 부른다.



- 121 -

 

명령창 실행버튼

질문 2-2 

 여러 번의 실행을 통하여 나타날 수 있는 모든 경우를 그려 보세요.

 과제 2

 이번 과제에서는 조금 다른 형태의 확률 패턴을 탐구해보도록 할게요. 

같은 글 아래에 있는 실험 2의 명령창을 보고 실행버튼을 눌러봐요.

질문 2-1

  실행버튼을 누른 후, 실행 결과를 그려 보세요.

1번째 실행 2번째 실행
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그림 (1) 그림 (2) 그림 (3) 그림 (4)

질문 2-4

  위의 수학 실험을 통해 여러분이 추측한 의 특징은 무엇입니까?

질문 2-3 

 앞선 과제 1과의 차이점은 무엇인가요?

 

 이  이라는 실행식의  로 바꾸어 다시 한 번 실험해 보자. 과연 

어떠한 그림이 나오는지, 그리고 어떠한 그림이 빈도수가 많은지를 파악

하여 보자. 그리고 아래의 그림 4가지 중에서 아예 나오지 않는 그림은 

무엇인지를 파악해 보자.

 위의 과제2에서  ,  로 바꾸어 다시 한 번 실험해 보자. 
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질문 2-5

    일 때에 수학 실험에서 나타나는 특징은 무엇입니까?

질문 2-6

    일 때에 수학 실험에서 나타나는 특징은 무엇입니까?

 과제1과는 달리 과제2에서는 나올 수 있는 쌓기나무 블록의 수가 정해

져 있음을 알 수 있다. 과제2는 정육면체가 3개, 육각기둥이 1개 들어있

고 X가 한 번 실행될 때마다 쌓기나무 블록이 줄어들었음을 알 수 있다.



- 124 -

명령창 결과창

 수업2. 확률 표현과 실행식 

 과제 1

 Javamath 사이트 

(www.javamath.com/class)에 접속하여 아래

의 명령어를 통해 확률 탐구실험을 깊이 알아

보도록 하자.

 우리가 창의 캠프에서 탐구할 확률적 상황을 

위해 자바말 프로그램을 사용한다. 자바말 명

령어 입력창에 아래와 같이 입력하고 실행버

튼을 누르면 실험 결과가 나온다. 확률 패턴

에서는 실험 결과가 실행할 때마다 그 값이 다르게 나타날 수 있다.

X = 'S[uu] , S[dd]' 와 같이 표현하는 것을 린덴마이어 확률 

표현이라고 부른다.

 자바말 속의 거북이는 앞서 배운 린덴마이어 확률 표현을 이해하고 그

에 따라 확률적으로 행동할 수 있다. 따라서 아래와 같이 명령어를 입력

하게 되면 X는 확률 패턴을 나타내며 쌓기나무 블락을 쌓게 된다.

 실행한 결과를 살펴보면 거북이가 앞으로 진행하면서 처음에는 아래에 

블락을 두 개, 다음에는 앞으로 이동하여 위로 두 개의 블락을 쌓은 결
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과이다. 이 결과는 S[dd]와 S[uu]가 하나씩 차례대로 나온 결과이다. 

오른쪽 결과창의 결과는 S[dd]와 S[uu]가 들어있는 자판기 버튼을 두 

번 눌렀을 때 ‘임의로’ 나온 결과이다. 즉, 실행할 때마다 그 값이 다를 

수 있다. 

  이제 명령어를 자세히 살펴보자.

쌓기나무준비

ㄱ

X='S, v'

do 3X

ㄴ

쌓기나무블록을 그리기 

위해 반드시 필요한 명령

어이다.

S은 거북이가 육각기둥을 v는 

거북이가  정육각형을 쌓는 것

을 뜻한다. 3X 는 위의 두 가지 

사항이 자판기에 들어있을 때, 

3개를 임의로 선택하는 것을 뜻

한다.

명령어 뜻

쌓기나무준비

ㄱ
....
ㄴ

쌓기나무가 나타날 수 있는 기본 설정을 한다.

ㄱ 과 ㄴ 사이의 명령을 실행한다.

X= 'S[uu], S[dd]' S와 v를 임의로 선택하는 랜덤상자 X

do 2X X를 2번 실행한다.

 자바말 프로그램에서 실험을 하기 위해서는 위의 명령어를 모두 정확히 

입력하여야 한다. 첫 수업의 과제에서는 기본적인 선언문과 X는 숨긴 채 

do 2X의 결과만을 보여줬지만, 실제로 X= 'S[uu], S[dd]'로 약속되어 

있었다.

 앞선 수업의 과제 1에서는 X= 'S[uu], S[dd]'로 약속되어 있었고, 과

제 2에서는 X= 's+++, v+'로 약속되어 있었다. 첫 번째 명령어에서는 

언제나 S[uu]와 S[dd] 중에서 선택된다. 하지만, 두 번째 명령어에서는 

v가 한번 X의 결과로 나타나면 v는 사라지고 s만 뽑히게 된다. 이는 마

치 s가 3개, v가 1개 들어있는 자판기에서 음료수를 뽑는 것과 유사하
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명령창 결과창

다. 우리는 이를 자판기 은유 (Metaphor)라 부른다.

과제1 과제2

명령어

쌓기나무준비
ㄱ
X='S[uu], S[dd]'
do 2X
ㄴ

쌓기나무준비
ㄱ
X='s+++, v+'
do 3X
ㄴ

 자바말 명령어 입력창에 아래와 같이 입력하고 실행버튼을 누르면 실험 

결과가 나온다.

질문 1-1

  실행 결과로 나올 수 있는 모든 경우를 그려 보시오.
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질문 1-2

 실행 결과로 나오는 모든 경우 중, 거북이가 위로 쌓기나무를 0번 쌓는 경

우와 거북이가 위로 쌓기나무를 2번 쌓는 경우 중 어느 것이 더 많이 나올까

요?
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 천기는 승부차기를 3번 반복해서 찹니다. 이 때 

천기가 골을 넣을 수 있는 횟수는 모두 넣는 3

번부터 한 번도 못 넣는 0번까지의 경우가 있습

니다. 그 횟수 중에서 가장 경우가 많다고 생각

하는 횟수는 몇 번입니까? 아래의 실험을 통해 

이 문제를 해결해 보세요. (단, 천기는 골을 넣

을 가능성과 못 넣을 가능성이 모두 똑같습니

다.)

명령창 결과창

질문 2-1

  위 문제의 해답은 무엇이라고 생각하시나요?

 과제 2

 Javamath 사이트 (www.javamath.com/class)에서 확률 실행식을 통해 

아래와 같은 문제에 대하여 생각하여 보자.

    

위의 문제 상황에 대한 실험을 위해 아래와 같은 확률 실행식을 자바말 

명령어 입력창에 입력하고 실행버튼을 눌러서 실험 결과를 관찰하자.

 이 실행식에서 s는 사각형, 그리고 v는 육각형을 의미한다. 그리고 +는 
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질문 2-2

  실행 결과로 나올 수 있는 모든 경우를 그려 보시오.

자판가 안에 들어있는 s와 v의 개수를 의미한다. 즉 위의 실행식은 자판

기 안에 s가 두 개 그리고 v가 한 개 들어있다는 의미이다. 즉, 실행 결

과는 s가 두 개 그리고 v가 한 개 들어있는 자판기의 버튼을 세 번 눌

렀을 때 ‘임의로’ 나온 결과이다. 즉, 실행할 때마다 그 값이 다를 수 있

다. 

이제 명령어를 자세히 살펴보자.

쌓기나무준비

ㄱ

X='s++, v+'

do 3X

ㄴ

면을 그리기 위해 반드시 

필요한 명령어이다.

s++는 거북이가 앞으로 가면서 사각

형 쌓기나무를 쌓는 경우가 두 번 까

지 가능하다는 의미이며, v+는 거북

이가 앞으로 가면서 육각형 쌓기나무

를 쌓는 것이 한 번 까지 가능하다는 

의미이다. 3X 는 위의 동작들이 자판

기에 들어있을 때, 3개를 임의로 선택

하는 것을 뜻한다.

  

 이 실행식을 아래와 같이 문제 상황으로 해석을 하면, 위의 문제상황에 

대한 실험 환경을 만들 수 있게 되어 위의 문제를 해결할 수 있게 됩니

다.
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명령창 결과창

명령어 뜻

s++, v+

s를 골이 들어가는 것, v를 골이 들어가지 않는다

는 것으로 해석을 하면, 이 명령어는 두 번은 골이 

들어가고 한 번은 골이 들어가지 않는 것이다.

do 3X
X를 3번 실행하는 것이므로 승부차기를 세 번 차

는 상황으로 해석이 가능하다.

이제 아래와 같은 명령어를 작성하여 실행하여 보자.

질문 2-3

  실행 결과로 나올 수 있는 모든 경우를 그려 보시오.

 천기는 승부차기를 3번 반복해서 찹니다. 이 때 천기가 골을 넣을 수 있는 

횟수는 모두 넣는 3번부터 한 번도 못 넣는 0번까지의 경우가 있습니다. 그 

횟수 중에서 가장 경우가 많다고 생각하는 횟수는 몇 번입니까? 아래의 실험

을 통해 이 문제를 해결해 보세요. (단, 천기는 골을 넣을 가능성과 못 넣을 

가능성이 모두 똑같습니다.)
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질문 2-4

 질문 2-2와 질문 2-3을 비교하였을 때, 다시 위의 질문에 대해서 대답해보

시오. 그리고 그 이유는 무엇인가요?

 질문 2-4는 각각의 경우에 대한 확률을 비교하는 문제를 얘기한다. 우

리는 확률을 비교하기 위해서는 경우의 수가 아닌, 경우에 대한 빈도를 

살펴봐야 한다. 다음 장에서는 각각의 경우에 대한 빈도에 대해서 알아

보기 위해서는 많은 횟수의 반복적인 실험을 한 화면에 나타내서 비교하

려 한다.
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질문 1-1

  위 문제의 해답은 무엇이라고 생각하시나요?

 수업3. 도수분포표를 이용한 확률 실험

 과제 1

 이번에는 창의 멘토링 (mentoring.snu.ac.kr)에 

있는 새로운 명령어를 활용하여 보기로 해요. ‘도

수분포준비’라고 하는 약속을 통해 위에서 배웠던 

확률 패턴의 빈도수를 비교하여 볼 수 있도록 하

는 실험탐구를 해 보아요.

  천기는 동전을 총 5번을 던졌어요. 그 이후, 동전

의 앞면이 나오는 횟수를 세었답니다. 천기가 센 앞

면의 횟수가 얼마가 될 가능성이 가장 높을까요?

       

 위의 문제에 대한 해답을 알기 전에 도수분포준비라는 명령어를 배워보

도록 할게요.
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명령창 결과창

 명령창에 도수분포준비 라고 입력하면 좌표가 나타나고 거북이가 출발

점에서 있어요. 또, 빈도수에 대한 여러 명령어들이 기본적으로 세팅되

어 있어요.

 예를 들면, a는 앞으로 1칸, 위로 1칸 움직이도록, b는 앞으로 1칸, 아

래로 1칸 움직이도록 세팅되어 있어요. a, b는 각각 above와 below의 

약자에요. 거북이가 위로 혹은 아래로 가는 방식을 총 5번을 실행하게 

된다면, 도착 지점이 바로 동전의 앞면이 나오는 횟수와 연관이 있을 것

입니다. 아래의 명령어를 실행해 봅시다.

도수분포준비

X='a, b'

do 5X

tt home 

도수분포표를 그리기 위

한, 즉 동전의 앞면이 나

오는 횟수의 도착점을 표

시하기 위한 명령
a는 동전의 앞면, b는 동전의 뒷면을 

의미하며 이를 5X하게 되면 앞면, 

뒷면이 나올 수 있는 동전을 5번 던

지는 상황이 된다.

 위와 같은 실행 식을 작성하여 실험하여 보고 실험 결과를 아래 그림에

다가 나타내보자.
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질문 1-2

  각각의 도착점의 의미하는 것은 무엇일까요? 도착점 중에서 가장 많이 도

착하는 지점은 무엇일까요?

명령창 결과창
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 과제 2

 여러분은 위와 같은 문제 상황을 실험으로써 해결하기 위해 자바말을 

반복해서 실행을 하였습니다. 그래서 가장 많이 나온 지점을 추측해 볼 

수 있었지요. 하지만 이러한 실행식에서 만약 이 두 가지가 된다면 어떨

까요?

1) 한 번만 누르면 내가 원하는 만큼 거북이가 ‘반복해서’ 움직일 수만 있다

면?

2) 도착한 지점이 어디였는지를 까먹지 않도록 거북이가 도착할 때마다 그 

도착한 지점의 횟수를 숫자로 표시할 수만 있다면?

 여러분들은 위의 보완점을 해결하기 위해 두 가지의 명령어를 추가적으

로 작성하여 실행식을 완성하여 봅니다.

명령어 뜻

반복 100 

{명령;

tt home;}

 거북이가 명령을 실행하고 다시 원점으로 돌아오

는 작업을 100번을 반복합니다.  

값
 해당 지점에서의 거북이의 도착 횟수를 숫자로 

표시해 줍니다.

 위의 명령어를 이용하여 실험하게 되면 총 100번의 반복된 거북실험을 

진행할 수 있다. 



- 136 -

명령창 결과창

명령창 결과창

 도수분포준비를 활용한 확률 실험에서는 거북이가 움직인 위치를 표시

할 수도 있습니다. P는 큰 동그라미, p는 작은 점으로 각 위치를 표시할 

수 있습니다. 이를 이용하여 다음과 같은 명령을 실행한다면 파스칼의 

삼각형의 모양을 확률실험을 통해서 그려낼 수 있습니다.

 

  천기는 동전을 총 5번을 던졌어요. 그 이후, 동전의 앞면이 나오는 횟수를 

세었답니다. 천기가 센 앞면의 횟수가 얼마가 될 가능성이 가장 높을까요?
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질문 2-1

 빈도를 나타내는 도수분포준비 실험을 통하여 봤을 때, 위의 질문에 답은 

어떻게 될까요?

 위와 같은 반복 실행의 빈도수를 통해 각 경우에 도착하는 빈도가 다르

다는 것을 알 수 있다. 도착점을 기준으로 생각하였을 때, 경우에 대한 

확률이 다르다고 생각할 수 있다. 하지만, 거북이가 경로 중에 위와 아

래를 선택하는 확률은 동일하다. 거북이가 X에서 위로 가는 것과 아래로 

가는 것을 선택하는 확률이 다른 경우를 다음 과제에서 살펴보기로 하

자.
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Abstract

With the increasing importance of coding education worldwide in

recent years, actively under way has been research on designing

learning environments to strengthen the capacity for computational

thinking. In particular, with the increasing spread of the awareness

that the field of probability must transcend deductive methods

through formulae and adopt learning environments accompanied by

the modeling of actual phenomena and thought experiments,

probability learning environments through technology-based

programming languages have been proposed as a solution. However,

it has been pointed out that such learning environments are presented

too abstrusely by focusing on programming languages themselves or

provided after the omission of language expression systems other

than elements such as the generation of random numbers so as to be

easily approachable to learners. While participating in the direction of

such programming language-based probability learning environments,

the present study seeks to situate itself between the two

contradictory environments above. In other words, the present study

starts with the assumption that a language system that can be amply

used by learners as a means of communication and that can model

and simulate diverse phenomena is necessary.

Consequently, the present study designed a learning environment for

executable expression-based binomial distributions. The key elements

of executable expressions are language expression systems in

technological environments and immediate feedback. To achieve such

goals, the present study provided a language expression system
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capable of modeling phenomena in relation to binomial distributions,

which are probabilistic structures selected in learning environments, in

addition to strengthening the capacity for computational thinking, thus

enabling the system to play the role of a medium between learners

and phenomena. The language expression system was made to follow

the design principle of constructionism-based learning environments

by using everyday language and mathematical formulae based on the

basic movements of the agent in the form of a turtle. In addition, to

provide immediate feedback to such executable expressions in

JavaMAL microworld environments, by providing simulation result

windows through various elements based on the element of random

walks, the language expression system was designed to enable

learners independently to establish “What if?” strategies regarding

phenomena and to conduct diverse probability experiments. The

language expression system was designed so that not only a variety

of modeling and simulations of binomial distribution phenomena would

become possible through such executable expression systems but also

those expressions themselves would be used as a means of

communication between learners and teachers and between learners

and computers.

By reinterpreting and organizing an executable expression system,

which is a component of binomial distribution learning environments,

diverse binomial distribution phenomena that learners could personally

model through the system were selected. In addition, flipped learning

was adopted as a teaching format where such learning environments

could be even more powerful, and lesson plans where the learning

environments in question could be applied most significantly through

flipped learning were designed. In addition, through two applicatory
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studies, changes to learners’ communication process and probabilistic

thinking in accordance with the learning environments in question

were observed. In addition, through this, the direction of the

improvement of learning environments in the present study and the

possibility of learning environments for executable expression-based

probability coding were examined.

The purpose of the present study lies in simultaneously presenting a

tool that can mitigate what has been pointed out in probability

education in existing school mathematics, or the absence of thought

experiments based on actual phenomena, and a learning environment

for probability that meets the demand of the era for a strengthened

capacity for computational thinking. As for executable expressions

based on body language that generated random paths through the

turtle’s movements, the direction of designing learning environments

was established so that learners could experience significant changes

through probability experiments accompanied by agent-based

modeling and embodied simulations.

Keywords: Computational thinking, Binomial distribution,

Executable expressions, Flipped learning

Student identification number: 2012-23501
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