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국문초록

본 연구에서는 비정렬 격자 기반 압축성 유동 해석자에 수렴 가

속화 기법인 기법을 적용 후 가속 성algebraic multigrid (AMG) 

능 분석을 진행하였다.

기법과 기반 기법을 Classic AMG additive correction AMG 

이용하여 타원형 편미분 방정식을 풂으로써 각 기법의 성능 비교 

후 비정렬 격자 기반 유동 해석자에 기법을 적용하였으며AMG , 

차원 아음속 천음속 초음속 영역의 비정렬 격자와 정렬 격자 기2 , , 

반의 대칭 익형을 해석함으로써 적용된 기법의 수렴 가속과 AMG 

정확성을 검증하였다 충격파가 발생하는 천음속과 초음속 영역 . 

계산에서는 기법이 사용되어 잔차 의 limiter freezing (residual)

감소가 멈추는 경우 값을 고정하여 사용함으로써 계산을 limiter 

진행하였다.

기법의 은 를 기AMG coarsening additive correction method

반으로 각 계층 에서 주어져 있는 격자 연결 강도에 따른 (level)

응집 을 통해 진행되었으며 각 격자의 연결 강도(agglomeration) , 

를 정의하는 응집 기법을 변화시켜가며 사례 연구 를 (case study)

진행함으로써 응집 기법의 차이에 따른 기법의 성능 영향에 AMG 

대한 분석을 진행하였다.

사례 연구에는 행렬 대각 요소의 절댓값Jacobian , trace of 

그리matrix, matrix norm (P-1, P-infinity, Max, Frobenius) 

고 가 응집 기법으로 사용되었다 성능 분석 matrix determinant . 

결과 가장 높은 기법 성능을 보인 첫 번째 대각 요소를 사, AMG 

용한 계산과 가장 낮은 기법 성능을 보인 AMG trace of matrix

를 사용한 계산의 성능 차이 원인은 내부의 성AMG coarsening 

능 차이에 따른 것으로 분석되었다.



주요어 전산유체역학 수렴 가속화 기법: , , Algebraic multigrid, 

비점성 유동 압축성 유동Additive correction method, , 

학  번 : 2019-26635
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제 장 서론1 

기법1.1 Multigrid 

기법은 거대한 규모의 식을 풀 때 이를 가속화하는 대표적Multigrid 

인 기법으로써 타원형 편미분 방정식 에 처음 (elliptic partial equation)

사용되어 이론적인 가속 성능을 보였다 현재는 전산유체역학.[1] (CFD) 

분야 등 다양한 분야에서 광범위하게 사용되고 있다 전산유체역학 분야. 

에서 와 관련된 연구는 다음과 같다 은 multigrid . P.wesseling et al.[2]

를 압축성 비압축성 점성 유동 해석자에 적용하였으며 multigrid , 

은 반복 기법 을 B.Korren[3] defect correction (iteration method)

내에 적용하여 압축성 유동해석을 수행함으로써 해당 기법이 multigrid 

연속적인 문제에서 기존 방식보다 효율적임을 보였다 이 외multigrid . 

에도 는 에 적용되어 계산 multigrid coupled Navier-Stokes equation

수렴을 가속화하는 등 전산유체역학 계산에서 수렴 가속화에 이용되고 

있다.[4, 5]

기법은 가지 아이디어를 통해 계산 가속화를 진행한다 첫 Multigrid 2 . 

번째 아이디어는 선형방정식을 풀기 위해 사용되는 기법Gauss-Seidel 

과 같은 반복 기법들이 높은 주파수의 오차 를 (high frequency error)

빠르게 제거할 수 있는 반면에 낮은 주파수의 오차, (low frequency 

는 제거하는데 상대적으로 많은 시간이 소요된다는 점이다 이 때error) . 

문에 기법에서는 효과적으로 잘 제거되는 높은 주파수의 오차multigrid 

만 제거할 정도로 해당 계층에서 반복 기법을 이용하며 특정 횟수 이후

에 잘 제거되지 않는 낮은 주파수의 오차는 남겨둔다.

두 번째 아이디어는 반복 기법에서 효과적으로 제거하지 못하는 낮은 

주파수의 오차가 하위 계층으로 투영 되면 낮은 주파수의 오(projection)

차 특성이 투영된 계층에서 높은 주파수의 오차 특성으로 변한다는 점이



다 이후 상위 계층에서 투영되어 높은 주파수 특성을 가지는 오차를 다. 

시 반복 기법을 이용하여 효율적으로 제거하고 남은 오차의 경우 다시 , 

하위 계층으로 을 반복하는 다중 계층 절차coarsening (multi-level 

를 진행함으로써 는 계산 수렴 가속을 수행한다process) multigrid .

기법은 방법에 따라 크게 두 가지 기법으로 나Multigrid coarsening 

뉜다 첫 번째는 기법이며 두 번째는 . Geometric multigrid (GMG) 

기법이다 기법은 주어져 있는 격자 Algebraic multigrid (AMG) . GMG 

정보를 이용하여 을 진행하며 각 계층에서 공간 차분을 개별coarsening

적으로 진행하는 반면 기법은 주어져 있는 선형방정식의 행렬 정, AMG 

보만을 이용하여 을 진행하고 공간 차분은 최상위 계층에서coarsening

만 진행한다 이러한 특성으로 기법은 코드 제작 시 이미 존재하. AMG 

는 해석자에 적용하기에 기법보다 상대적으로 용이하다는 장점이 GMG 

존재한다.[6]

기법 중에서 기반의 AMG additive correction method[7, 8] AMG 

기법은 주변의 격자들을 응집하여 하위 계층의 방정식을 생성한다 응집 . 

진행 시 현재 격자는 주변 격자 중에서 강한 연결 관계를 지니는 격자와 

응집을 진행한다 강한 연결을 정의하는 방법은 다양하게 존재하며 이전 . 

연구에서 블록 행렬의 첫 번째 값을 이용한 방법 압력 항에 대한 값[4], 

을 이용한 방법 을 예로 들 수 있다 이렇게 다수의 연구가 강한 연결[5] . 

을 정의하는 방법에 관해서는 설명하고 있었으나 강한 연결 정의 방법 

사용 이유에 관한 내용을 언급하지 않았으며 진행된 연구 중 압력기반 

비압축성 해석자에 사용 시 격자들의 강한 연결 정의 방법에 multigrid 

대한 사례 연구를 진행한 연구가 있었으나 압축성 유동해석자에 대[9], 

하여 진행된 연구는 존재하지 않았다는 것이 본 연구의 계기로 작용하였

다.

연구 목표1.2 

본 연구의 목표는 크게 두 가지로 나뉜다 첫 번째 연구 목표는 연구. 



실 코드에 기반의 기법을 in-house additive correction method AMG 

적용하는 것이다 연구실 코드는 비정렬 격자 기반의 압축성 . in-house 

유동해석자로 완전 결합 형태의 밀도 기반 해석자 형식(fully coupled) 

이다 기법은 내재적 시간 적분법에만 이용되는 기법이기에 코드 . AMG 

내의 의 클래스 내에 기법을 적용한 새backward Euler method AMG 

로운 클래스를 생성하여 코드 작성을 진행하였다.

두 번째 연구 목표는 각 격자의 연결 강도를 규정하는 방법에 대한 

사례 연구를 진행하여 기법 성능 영향에 대한 분석을 진행하는 것AMG 

이다 기법을 유동해석자에 적용하고 사용한 이전 연구에서 격자. AMG 

들의 특정 연결 강도 규정 방식을 사용한 이유에 대하여 자세한 설명을 

확인할 수 없었기에 본 연구 목표로 설정하였다.



제 장 수치기법2 

지배방정식2.1 

본 논문에서 사용한 비점성 압축성 유동 해석의 지배방정식은 아래와 

같은 을 사용하였다Euler equation .



 





  (2.1)

위 지배방정식에서 는 임의의 검사 표면으로 둘러싸인 검사 체적A Ω

을 의미한다. Q는 보존 변수 들로 이루어진 벡(conservative variable)

터이며, 는 대류 플럭스 로써 아래 식 과 같이 (convective flux) (2.2)

구성된다.

 
















,    





















(2.2)

위 식 에서 (2.2)       는 순서대로 밀도, 방향 속도, 방

향 속도, 방향 속도 압력 전에너지 전엔탈피, , (total energy), (total 

를 의미한다 식 에서 enthalpy) . (2.2) 로 표현된 contravariant 

는 아래의 식 과 같다velocity (2.3) .

   (2.3)



식 에 추가로 이상 기체 상태 방정식을 이용하여 계산을 진행한 (2.1)

다.

시간 적분법2.2 

본 논문에서는 기법이 내재적 시간 전진 기법에만 적AMG (implicit) 

용할 수 있기 때문에 시간 전진 기법implicit Euler (backward Euler) 

을 이용하여 계산을 수행하였으며 정상 유동에 대한 해석을 진행하였기

에 기존 식 의 시간 (2.1) 는 아래 식 과 같이 가상 시간(2.5) (pseudo 

으로 대체하여 사용하였다 또한 식 의 좌항에 변환 행렬time) . , (2.5)τ

(transformation matrix) 를 사용함으로써 벡터 의 보존 변수

를 원시 변수 로 변형하였(conservative variable) (primitive variable)

다 변환 행렬 .   는 아래 식 과 같다(2.4) .[10]

 






    
    

    

    

    





 (2.4)

식 의 밀도 아래 첨자는 밀도에 대한 아래 첨자 위치의 변수로 (2.4)

편미분 하였음을 의미한다.

 





    (2.5)

본 논문에서는 식 에 기법을 적용하여 마다 방정(2.5) AMG iteration 

식의 계층을 생성하여 가속화를 진행하였다 또한 기법 내에서 . , AMG 

사용된 반복 기법 혹은 으로는 ( relaxation method) symmetric 



기법이 사용되었다Gauss-Seidel .

기법2.3 AMG 

기법의 절차는 크게 가지로 나뉜다 첫 번째 절차는 AMG 2 . setup 

로 기법에서 각 계층의 방정식들을 제작할 때 사용되는 phase AMG 

연산자coarsening (
 연산자), prolongation (

 성긴 계층 행렬),  

(coarse level matrix :  을 생성한다 이 절차는 기법 내에) . AMG 

서 상당량의 계산시간을 차지한다는 특징이 있다 그렇기에 코딩을 진행. 

하는 경우 작성 코드의 효율성을 고려해야 한다 두 번째 절차는 . 

로써 이전 에서 제작된 연산자solving phase setup phase coarsening , 

연산자 성긴 계층 행렬과 미리 설정된 반복 기법을 이용prolongation , 

하여 주어진 식을 계산하는 절차이다 에서 방정식 계층. Solving phase

에 어떠한 순서로 접근하느냐에 따라 기법의 사이클이 결정되며 AMG 

대표적인 사이클로는 사이클이 있다 또한 기법은 적용V, F, W . , AMG 

되는 방식에 따라 기법coarsening classic AMG , additive correction 

기반 기법 등으로 나뉜다method AMG .

기법은 격자의 기하학적 정보를 이용하지 않고 주어진 방정식AMG 

의 을 진행한다 진행 방식은 주어진 선형방정식에 있는 행coarsening . 

렬의 를 통해 시작된다undirected adjacency graph . Undirected 

에서 대각 요소의 개수에 맞춰 격자의 개수를 생성하adjacency graph

고 비대각 행렬 요소에 의하여 각 격자의 연결 관계를 규정한다 아래 , . 

그림 에 해당 예시를 작성하였다 또한 기법은 기하학적 격(2.1) . , AMG 

자 정보를 이용하지 않기에 지금부터는 격자 라는 단어의 의미를 기하“ ”

학적인 격자가 아닌 에서 기인한 가상 , undirected adjacency graph “

격자 를 의미하는 것으로 간주한다” .



그림 행렬에 대한 2.1 undirected adjacency graph

기법2.3.1 Classic AMG 

기법은 기법에서 언급하는 낮은 주파수 오차만 Classic AMG GMG 

남은 평탄화 된 오차를 다른 개념으로 표현한다 기법이 (smooth) . AMG 

주어진 선형대수식의 행렬로만 격자에 대한 연결정보를 파악하기에, 

기법에서의 평탄화된 오차는 반복 기법이 더는 효율적으로 오차를 AMG 

줄이지 못하는 상태일 경우의 오차로 표현된다 이를 . “algebraic 

라고 하며 풀어야 하는 선형대수식을 식 으로 보았을 smoothness” (2.6)

때 반복 기법을 이용해 계산된 근사해 , v를 사용하여 제작되는 잔차 방

정식 인 식 으로 표현할 수 있다(residual equation) (2.7) .

 (2.6)

  ≈,   ,    (2.7)

그리고 이를 A 행렬의 요소로 표현하면 아래 식 과 같이 작성하 (2.8)

는 것이 가능하다 식 을 통하여 행렬의 대칭요소 계산이 비대칭 요. (2.8)

소들의 평균 계산을 통해 구해진다는 것을 알 수 있다.



  
≠

 (2.8)

식 에서 확인할 수 있듯 비대각 요소의 계수가 크면 클수록 (2.8) , 번

째 값의 계산 결과에 영향을 크게 주는 것을 알 수 있다 그렇기에 각 . 

격자에 대하여 강하게 영향을 준다는 것을 아래 식 과 같이 정의한(2.9)

다 식 에서 . (2.9) 는 한계치 로써 문제에 따라 에서 사이(threshold) 0 1 

의 사용자가 결정하는 값으로 정의된다.

 ≥max≠ (2.9)

다음 단계인 보간 혹은 단계에서는 각 (interpolation) prolongation 

격자에서 강한 연결이 된 방향으로 오차가 하다는 사실을 “smooth” 

이용하여 현재 격자에 연결된 주변 격자들을 연결 강도에 따라 아래 표

와 같이 가지의 범주로 격자를 분리한다 이를 이라 (2.1) 3 . C/F splitting

한다.

Notation Description



현재 격자에 대하여 강한 연결 관계를 가지며 

격자로 지정된 격자coarse 


현재 격자에 대하여 강한 연결 관계를 가지고 있으

나 격자로 지정된 격자fine 


현재 격자에 대하여 약한 연결 관계를 가지며 fine 

격자로 지정된 격자

표 주변 격자의 범주2.1 

표 에서 언급하는 은 과 (2.1) C/F splitting heuristic rule color 

을 이용한다 은 크게 가지로 다음과 같다scheme . Heuristic rule 2 .[11, 

12, 13]



모든 격자에 대하여 강하게 영향을 주는 격자들은 Rule 1: fine  범 

주에 속하거나 최소 하나의 , 에 연결되어 있어야 한다.

Rule 2:  범주는   범주에 속한 격자들이 서로 연결되지 않는 최대 

의 하위 집합이어야 한다.

은 Rule 1  격자가  , 격자들과 반드시 연결될 수 있도록 유도

하며 는 rule 2  격자끼리 연결되는 것을 방지한다 이러한  . heuristic 

을 지키며 을 진행한다rule coloring scheme .

은 새로운 변수 Coloring scheme 를 정의한다 처음에 . 는 현재 격

자가 보유하는 강한 연결 관계의 주변 격자 개수의 값을 가진다 그다음 . 

전체 격자에 대한 를 조사하여 가장 큰 값의 를 가지는 격자를 첫  

범주 격자로 지정한다 이는 다른 격자에 강한 영향을 많이 미치는 격자. 

가 주변 격자들을 대표하는 성긴 계층 격자가 되어야 하기 때문이다. 

첫  범주 격자가 지정되면 해당 격자와 연결된 주변 격자들은 모두  

연결 관계에 따라  혹은   범주로 배정하며 이는 에 의한 작 rule 1

업이다 이후 배정된 . ,  범주의 격자들과 연결되어 있으며 배정되지  

않은 격자들의 값은 연결된 ,  범주 격자의 개수만큼 이 더한다 1 . 

그 후 배정되지 않은 격자들에 대하여 최대 , 값을 가지는 격자를 찾고, 

지금까지의 작업을 반복한다 본 절차는 행렬에서 대각위치 계수가 . 8, 

비대각 위치 계수가 인 행렬을 통한 예시를 보이는 1 9-point stencil –

그림 과 같이 순차적으로 진행된다 그림 에서 원형 내 숫자는 (2.2) . (2.2)

값을 의미한다.

연산자는 생성될 시 Prolongation  범주에 속하는 값은 그대로 주 

입 하고 (injection) ,  범주의 값은 주변의   범주에 포함되는 값들 

에 가중치를 곱한 후 더함으로써 생성된다 이를 아래 식 과 같이 . (2.10)

표현할 수 있다 식 에서 . (2.10) 는 가중치로써 식 과 같이 계산(2.11)

한다.[11]



1. 초기 격자 및 각 격자의  값 최대 2.  격자  → C 주변 격자 , → F

3. F 격자에 연결된 격자   = +1 최대 4.  격자  → C 주변 격자 , → F

5. F 격자에 연결된 격자   = +1 최대 6.  격자  → C 주변 격자 , → F

7. F 격자에 연결된 격자   = +1 최종 완료8. C/F splitting 

그림 성긴 계층 격자 생성 절차2.2 




  











 if  ∈


∈

 if  ∈ 
 (2.10)

  
  

∈




  
∈








∈



 


(2.11)

식 과 식 을 이용하여 연산자를 생성한다(2.10) (2.11) prolongation . 

연산자는 식 과 같이 연산자와 전치Coarsening (2.12) prolongation 

관계를 지니며 성긴 계층 행렬은 을 (transpose) , Galerkin condition

통해 아래 식 과 같이 계산된다(2.13) .


  




(2.12)

 


 (2.13)

기반 기법2.3.2 Additive correction method AMG 

기반 기법은 기법Additive correction method AMG classic AMG 

이 미세 격자에서 (fine)  범주를 찾아 성긴 계층 격자를 규정하는  

을 하지 않고 그림 과 같이 미세 계층의 격자들을 응C/F splitting (2.3)

집함으로써 성긴 계층 격자를 생성하는 기법이다 본 논문에서는 . 

를 기반으로 하는 기법을 이용하여 additive correction method AMG 

익형 문제를 해석하였다. 



그림 격자 응집 예시2.3 

를 기반으로 하는 기법의 Additive correction method AMG 

절차는 다음과 같다 기법에서처럼 강한 연결 coarsening . Classic AMG 

관계를 찾고 최댓값의 , 를 찾는 방식과 다르게 미세 격자들로부터 먼, 

저 어떠한 격자들과 결합 될 것인지 그리고 몇 개의 미세 계층 격자를 , , 

하나의 성긴 계층 격자로 결합할 것인지를 규정한 후 주어진 알고리즘을 

통해 을 진행한다 결합되는 미세 격자 개수는 coarsening . “mgbmax”

라는 이름의 변수로 알고리즘 내에 규정된다 이러한 응집 알고리즘은 . 

그림 과 같다 균일한 크기의 성긴 계층 격자를 생성하기 위하여 알(2.4) . 

고리즘의 입력 매개변수인 값을 만족하는 것을 우선시하여 강mgbmax 

한 연결을 가지는 격자끼리 응집되도록 제작되었으며 이를 기반으로 코, 

드가 작성되었다.

알고리즘을 통한 결합이 완료되면 식 과 같이 해당 미세 계층 (2.14)

격자들의 값들을 더함으로써 새롭게 성긴 계층 격자의 값을 계산한다.

 












 성긴격자에포함된미세격자의경우

 성긴격자에포함되지않은미세격자의경우
(2.14)

논문에서 사용하는 지배방정식에 식 을 적용하는 경우 복수의 (2.14)



변수가 계산되어야 하기에 이 아닌 변수 개수만큼의 크기를 가지는 정1 , 

사각 행렬 단위행렬이 대신 작성되어야 한다 차원의 경우 1 . 2 × 크 

기의 단위행렬이 작성되며 연산자는 블록 희소 행렬 형태를 coarsening 

지니게 된다 이는 그림 의 예를 통하여 확인할 수 있다 그림. (2.5) . (2.5)

에서 붉은 점선으로 성긴 계층 격자를 분별하였으며 성긴 계층 격자의 

순서 혹은 색인 를 사각형 내에 표기하였다( ) .

 

그림 절차 알고리즘2.4 Coarsening 

기반 기법의 연산Additive correction method AMG prolongation 

자는 기법과 마찬가지로 식 과 같이 연classic AMG (2.12) coarsening 

산자와 전치 관계를 지닌다 연산자는 식 의 오차에 . Prolongation (2.7)



적용되어 성긴 계층 격자로부터 계산된 오차를 성긴 격자를 이루고 있는 

미세 계층 격자들로 균일 배분하여 보정 을 진행한다(correction) . 

그림 예시 격자에 대한 연산자2.5 coarsening 

성긴 계층 행렬( 은 성긴 계층 격자의 오차로부터 보정이 진행된 )

해로부터 계산된 미세 계층 격자의 잔차가 성긴 계층 격자에 대해서 합

을 진행하였을 때 이 되도록 전제함으로부터 계산이 유도된다 전제는 0 . 

식 과 같으며 식 을 통해 성긴 계층 행렬(2.15) (2.16) ( 이 유도된)

다.[14, 15, 16]


≠  ≠  

≠ ≠  
  

(2.15)


 

  
  

  

(2.16)

위 식 을 통해 성긴 계층 행렬(2.16) ( 은 미리 제작된 ) coarsening 

연산자와 연산자가 미세 계층 행렬prolongation ( 의 양옆에 곱해지)

는 것으로 계산되는 것을 알 수 있다 여기서 식 의 계산을 통해 . (2.16)

성긴 격자에서의 행렬값이 해당 격자를 구성하는 미세 격자 행렬값의 합



으로부터 계산됨을 알 수 있다 이는 아래 그림 의 예시 격자에 대. (2.6)

한 일부 계수들을 계산함으로써 확인할 수 있다. 

그림 예시 응집 격자2.6 

  
 

 
 

 
 

 
 

  


  

 



  

 



  

 
 

 
 

 
 

 
 

 



  

 


(2.17)

식 을 자세히 보면 성긴 계층 행렬의 대각 위치에 (2.17) , (diagonal) 

놓이는 계수(
 는 해당 격자를 구성하는 미세 계층 격자들의 미세 계)

층 행렬에서의 계수들과 내부 연결 관계에 해당하는 계수가 더해져 계산

되며 비대각 위치에 놓이는 계수는 미세 계층 행렬 위치의 격자에 해당, 

하는 계수들의 합으로 계산되는 것을 확인할 수 있다.



사이클2.3.3 AMG 

기법은 에서 생성한 연산자AMG setup phase coarsening , 

연산자를 이용하여 각 계층의 방정식을 제작한다 그리고 prolongation . 

제작된 각 계층에 접근하는 순서에 따라 기법의 사이클이 결정되AMG 

며 대표적인 사이클로는 사이클 사이클 사이클이 있다AMG V , F , W . 

이 사이클들은 모두 가장 기본적인 사이클을 재귀적2-grid correction 

으로 사용하는 알고리즘이다.

사이클은 개의 계층만으로 구성되며 아래와 같2-grid correction 2

은 알고리즘으로 구성된다.

사이클 알고리즘2 - grid correction 

1. 정해진  횟수만큼 반복 기법을 주어진 식    에 사용 근사 해 , v를 계산

2. 근사 해 v를 이용하여 잔차 방정식    생성 

3. 연산자 사용 하위 계층 잔차 방정식 Coarsening/prolongation ,     생성 

4. 하위 계층 잔차 방정식에서  계산 

5. 계산된 에 연산자를 이용 보정 진행prolongation , 

  
  

6. 보정을 진행한 예측값 을 초기 값으로 식   에서 정해진  횟수만큼  

반복 기법을 사용하여 최종 해 계산

위 알고리즘을 아래 그림 처럼 도식화하는 2-grid correction (2.7)

것이 가능하다 그림 의 하위 계층에서 알고리. (2.7) 2-grid correction 

즘이 재귀적으로 사용됨으로써 사이클 사이클 사이클이 제작된V , F , W 

다 그림 을 통해 각 사이클의 형상에 관하여 확인할 수 있다 각 . (2.8) . 

사이클은 사이클 순서대로 계산 비용을 많이 소모한다는 특징W, F, V 

이 있다.



그림 2.7 2-grid correction scheme

그림 사이클2.8 Multigrid 

응집 기법2.3.4 

기반 기법은 위 그림 의 알Additive correction method AMG (2.4)

고리즘으로 가 진행된다고 이전 장에서 설명하였다setup phase . Setup 

내에는 각 격자의 연결 강도를 확인하여 가장 강한 연결 강도를 phase 

가지는 격자부터 규정한 값만큼 그룹을 만들어 이를 바탕으로 mgbmax 

연산자와 연산자를 제작한다coarsening prolongation .

풀어야 하는 지배방정식의 변수가 한 개일 경우 해당 격자들의 연결

과 관련된 행렬값의 절댓값을 이용하여 격자들 사이의 연결 강도를 정의

하나 본 논문에서 기법을 적용하는 압축성 유동해석자의 경우 한 , AMG 

격자 내에 압력 속도 온도의 여러 변수가 저장된다 그렇기에 격자들의 , , . 



연결이 스칼라값으로 표현되지 못하고 아래 그림 과 같이 식, (2.9) (2.5)

의 행렬 내부에 행렬 형태로 나타나게 된다 차원의 경우 Jacobian . 2

× 행렬의 형태로 격자들의 연결 관계가 표현되며 연결 강 Jacobian 

도의 정의 방식은 행렬의 요소들을 이용하여 결정한다 이 격자의 연결 . 

관계를 정의하는 방법을 본 논문에서는 응집 기법 으로 언급하며 “ ” 10

가지 기법을 이용하여 기법의 가속 성능을 확인하였다 사용한 응AMG . 

집 기법들은 아래 표 와 같다(2.2) .

그림 행렬 내 격자 연결 관계2.9 

Index Method

1 1st diagonal absolute value

2 2nd diagonal absolute value

3 3rd diagonal absolute value

4 4th diagonal absolute value

5 P - 1 norm

6 P infinity norm–

7 Frobenius norm

8 Max norm

9 Trace of matrix

10 Determinant of matrix

표 응집 기법2.2 

격자의 연결 관계를 나타내는 행렬은 Jacobian × 행렬이기에 표 

의 번 방법은 행렬의 대각 요소 중 해당 순서에 속하는 값의 (2.2) 1~4



절댓값을 이용하는 방법이다. P-1 norm, P-infinity norm, Frobenius 

은 아래 식 식 과 같이 계산된다norm, Max norm (2.18) ~ (2.21) .

∥∥ 
≤ ≤ 
max 

 



 (2.18)

∥∥∞ 
≤ ≤ 
max 

 



 (2.19)

∥∥ 








 




 (2.20)

∥∥max 


max (2.21)



제 장 기법 성능 검증3 AMG 

해석3.1 Poisson equation 

본 장에서는 기법을 사용하지 않는 계산과 기법AMG classic AMG 

과 기반 기법의 사이클을 additive correction method AMG 2-grid 

이용하여 계산하는 경우로 나누고 유한 차분 기법5-point stencil 

을 이용하여 방정식 을 풀어보(finite difference method) Poisson [11]

았으며 이때 계산마다 걸리는 시간과 계산 결과의 정확성을 파악하였, 

다 계산에 사용한 방정식은 아래 식 과 같으며 계산 조건. Poisson (3.1)

은 아래 표 와 같이 설정하였다(3.1) .









  (3.1)

     (3.2)

Criteria Description

Grid × quadrilateral grid

Error convergence 1.0e-10

Iteration method Gauss-Seidel method

AMG threshold (classic) 0.5

mgbmax (agglomeration) 4

표 계산 조건3.1 

계산 결과에 대한 계산 정확성 확인은 식 의 해석적 해(3.2) (analytic 

를 기법을 사용한 계산 기법과 solution) Gauss-Seidel , classic AMG 



기반 기법을 사용한 계산의 결과에additive correction method AMG 

서 뺀 후 이를 에 표시하고 비교하는 것으로 진행하였다contour .

각 기법을 이용한 계산과 기법 Gauss-Seidel classic AMG , 

기반 기법을 이용한 계산의 잔차 그additive correction method AMG 

래프를 그림 좌측에 해석적 해는 그림 의 우측에 작성하였다(3.1) , (3.1) . 

기법과 기반 기법을 Classic AMG additive correction method AMG 

이용한 해와 해석적 해의 차이는 그림 과 같이 나타나며 차이가 일(3.2) , 

반 기법의 차와 동일하게 나왔기에 기법이 옳게 Gauss-Seidel AMG 

적용됨을 알 수 있었다 소요되는 계산시간과 횟수는 표. iteration (3.2)

와 같다 표 를 통해 기법의 성능이 . (3.2) classic AMG additive 

기반 기법보다 좋은 것을 확인하였다correction method AMG .

두 기법의 성능 차이는 기반 AMG additive correction method 

기법이 상숫값을 기반으로 연산자를 제작하는 반면AMG prolongation , 

기법은 주변 격자에 대한 값들을 이용하는 보간을 기반으classic AMG 

로 연산자를 제작하기에 나타나는 성능의 차이이다 이를 prolongation . 

통해 연산자를 제작할 때 주변 격자에 대한 영향을 정확하coarsening 

게 고려하는 것이 중요함을 알 수 있다.

그림 계산의 잔차 그래프와 해석적 해 3.1 contour



Method Iteration Time (sec)

AMG (classic) 25 1.7945

AMG (agglomeration) 3562 47.515

Gauss-Seidel 7866 400.6273

표 기법의 계산 결과3.2 AMG, Gauss-Seidel 

그림 해석적 해에 대한 계산 결과 차이3.2 AMG 

아음속 영역 익형 해석3.2 NACA0012 

본 장에서는 압축성 유동해석자에 기반 additive correction method 

기법을 적용하여 가속화와 올바른 해를 계산하는지 여부를 확인하AMG 

였다 사용된 압축성 유동해석자는 하나의 격자에 복수의 변수들을 저장. 

하기에 기법보다 적용에 용이하며 이전 연구의 참조가 , classic AMG 

가능한 기반 기법을 적용하였으며 additive correction method AMG 

삼각형 격자와 사각형 격자를 (triangle) O type (quadrilateral) O type 

이용한 익형 문제를 해석하였다NACA0012 .



먼저 를 진행하여 해석에 적합한 격자를 선정하grid refinement test

였다 아래 두 그림 그림 과 같이 삼각형 격자와 사각형 격자. (3.3), (3.4)

에 마하수 받음각 도를 조건으로 각각 0.5, 1.25 grid refinement test

를 진행하였으며 이를 통해 결정된 격자를 각각 사용하여 계산을 진행, 

하였다 결과 삼각형 격자의 경우 개 규. Grid refinement test , 74,348

모의 격자가 사용되었으며 사각형 격자의 경우 만 개 규모의 격자가 , 10

사용되었다 계산 조건은 아래 표 와 같다 각 계산에 사용된 . (3.3) . CFL 

수는 각 계산에서 사용 가능한 최댓값을 이용하였다.

Criteria Description

Grid Triangle, quadrilateral

Error convergence 1.0e-10

Mach number 0.5, 0.8, 1.2

Angle of attack 1.25。

Iteration method Symmetric Gauss-Seidel method

mgbmax(agglomeration) 4

표 계산 조건3.3 

그림 익형의 사각형 삼각형 격자에 대한 양력계수 그3.3 NACA0012 , 

래프



그림 익형의 사각형 삼각형 격자에 대한 항력계수 그3.4 NACA0012 , 

래프

사각형 격자에 대해서 그림 과 같이 기법을 이용한 계산과 (3.5) AMG 

기법을 이용하지 않은 계산의 마하수에 대한 를 비교하였AMG contour

다 또한 아래 그림 의 우측에 압력계수까지 비교하여 두 계산 결. , (3.6)

과가 같음을 확인하였다 그림 의 좌측에는 변수 중 압력 항에 대한 . (3.6)

잔차 그래프를 작성하였고 이를 통하여 에 대한 각 계산의 잔iteration

차가 어떻게 감소하는지 확인하였다 같은 순서로 삼각형 격자에 관한 . 

결과는 그림 과 그림 으로 나타내었으며 기법을 사용한 (3.7) (3.8) , AMG 

계산과 기법을 사용하지 않은 계산 결과가 모두 동일함을 확인하AMG 

였다 받음각을 도로 넣고 나머지 계산 조건은 전 계산과 동일하게 . 1.25

설정한 후 진행한 계산 역시 를 사용한 경우와 사용하지 않은 경우AMG

의 계산 결과가 같게 나타나는 것을 그림 그림 을 통하여 확(3.9), (3.10)

인할 수 있었다.

각 계산의 계산시간을 아래 표 에 작성하였다 사각형 격자의 경(3.4) . 

우 삼각형 격자의 경우 로 표기하고 받음각 유무에 따라 “Q”, “T”

혹은 를 작성하여 분별하였다 계산시간 감소의 경우 기0.0, 1.25 . AMG 

법을 사용하는 계산이 기법을 사용하지 않고 AMG symmetric 

기법만을 이용하여 계산하는 계산에 비해 사각형 격자의 Gauss-Seidel 



경우 삼각형 격자의 경우 의 계산시간이 감소하였다82%, 87% .

그림 아음속 사각형 격자의 마하수 3.5 , contour

그림 아음속 사각형 격자의 잔차 그래프 및 압력계수 그래프3.6 , 



그림 아음속 삼각형 격자의 마하수 3.7 , contour

그림 아음속 삼각형 격자의 잔차 그래프 및 압력계수 그래프3.8 , 



그림 받음각 도 아음속 사각형 격자의 3.9 1.25 , , 

마하수 contour

그림 받음각 도 아음속 사각형 격자의 잔차 그래프 및 압력3.10 1.25 , , 

계수 그래프



Type

(Grid/AOA)
Iteration

Elapsed time 

(sec)

Lift 

coefficient

Drag 

coefficient

AMG

(Q/0.0)
368 284.309 1.3157e-09 9.3412e-06

Gauss

Seidel

(Q/0.0)

5555 1545.652 6.5005e-15 9.3412e-06

AMG

(T/0.0)
203 103.750 -8.3224e-04 -3.2106e-04

Gauss 

Seidel

(T/0.0)

4120 833.742 -8.3224e-04 -3.2106e-04

AMG

(Q/1.25)
371 284.120 1.7683e-01 3.0908e-05

Gauss 

Seidel

(Q/1.25)

6694 1848.797 1.7683e-01 3.0908e-05

표 아음속 영역 익형 계산 결과3.4 

천음속 영역 익형 해석3.3 NACA0012 

천음속 영역 문제는 마하수 의 유동에서 익형 해석을 0.8 NACA0012 

진행하였다 격자 조건은 아음속 영역에서 사용한 것과 같으며 차이점. , 

은 기법이 사용되었다 천음속 영역부터는 충격파의 발limiter freezing . 

생으로 인하여 잔차 감소에서 진동이 일어나며 규정한 오차 기준까지 감

소하지 않는 영역이 발생하기에 잔차 그래프에서 해당 경우가 발생하는 , 

경우 가 이전 에서 계산된 값으로 고정되어 계산에 사용limiter iteration

되도록 코드를 작성하였다 이때 사용된 는 . limiter Venkatakrishnan 

이다limiter .

아음속 영역에서의 경우와 마찬가지로 기법을 사용한 계산과 AMG 

사용하지 않은 계산을 진행 후 그림 에 마하수에 대한 를(3.11) contour , 



그림 에 압력에 대한 잔차 그래프 압력계수 그래프를 작성하였다(3.12) , . 

사각형 격자와 삼각형 격자 모두 기법을 사용한 계산과 사용하지 AMG 

않은 계산의 결과가 같음을 확인할 수 있었으며 받음각 도를 적용1.25

한 사각형 격자의 경우 역시 동일한 결과를 보여주었다 천음속 영역 문. 

제에서 기법 사용 여부에 따라 사각형 격자의 경우 삼각형 AMG 47%, 

격자의 경우 의 계산시간이 감소하였다 표 에 각 격자에 대하61% . (3.5)

여 계산 시 걸린 과 계산시간을 작성하였다iteration . 



그림 천음속 사각형 격자의 마하수 3.11 , 

contour

그림 천음속 사각형 격자의 잔차 그래프 및 압력계수 그래프3.12 , 



그림 천음속 삼각형 격자의 마하수 3.13 , 

contour

그림 천음속 삼각형 격자의 잔차 그래프 및 압력계수 그래프3.14 , 



그림 받음각 도 천음속 사각형 격자의 3.15 1.25 , , 

마하수 contour

그림 받음각 도 천음속 사각형 격자의 잔차 그래프 및 압력3.16 1.25 , , 

계수 그래프



Type

(Grid/AOA)
Iteration

Elapsed time 

(sec)

Lift 

coefficient

Drag 

coefficient

AMG

(Q/0.0)
1530 1132.123 -1.8793e-06 5.3655e-03

Gauss

Seidel

(Q/0.0)

9249 2122.931 7.6066e-05 5.3372e-03

AMG

(T/0.0)
1304 636.024 -1.3118e-01 8.6059e-03

Gauss

Seidel

(T/0.0)

10523 1642.910 -1.3115e-01 8.5867e-03

AMG

(Q/1.25)
806 584.836 3.1018e-01 1.7753e-02

Gauss

Seidel

(Q/1.25)

6575 1494.864 3.1018e-01 1.7733e-02

표 천음속 영역 익형 계산 결과3.5 

초음속 영역 익형 해석3.4 NACA0012 

초음속 영역 계산은 마하수 의 유동에 대하여 익형 1.2 NACA0012 

해석을 수행하였으며 이전 계산들과 마찬가지로 사각형 격자의 경우 받

음각 도를 넣어 추가적인 계산을 진행하였다 마하수에 대한 1.25 . 

잔차 압력계수 그래프를 아래 그림 그림 으로 contour, , (3.17) ~ (3.22)

작성되었고 각 와 압력계수 그래프를 통해서 기법을 사용contour AMG 

한 계산과 기법을 사용하지 않은 각 계산의 결과가 동일함을 확인AMG 

하였다 계산시간은 기법을 사용한 계산이 기법을 사용하지 . AMG AMG 

않은 계산보다 사각형 격자의 경우 삼각형 격자의 경우 감44%, 27% 

소하였다.



그림 초음속 사각형 격자의 마하수 3.17 , 

contour

그림 초음속 사각형 격자의 잔차 그래프 및 압력계수 그래프 3.18 , 



그림 초음속 삼각형 격자의 마하수 3.19 , 

contour

그림 초음속 삼각형 격자의 잔차 그래프 및 압력계수 그래프 3.20 , 



그림 받음각 도 초음속 사각형 격자의 3.21 1.25 , , 

마하수 contour

그림 받음각 도 초음속 사각형 격자의 잔차 그래프 및 압력3.22 1.25 , , 

계수 그래프



Type

(Grid/AOA)
Iteration

Elapsed time 

(sec)

Lift 

coefficient

Drag 

coefficient

AMG

(Q/0.0)
380 275.076 -2.8420e-07 9.5420e-02

Gauss

Seidel

(Q/0.0)

2070 487.966 6.6607e-06 9.5420e-02

AMG

(T/0.0)
642 287.049 -3.2778e-04 9.6787e-02

Gauss 

Seidel

(T/0.0)

2602 395.323 -3.2834e-04 9.6790e-02

AMG

(Q/1.25)
370 265.680 9.2409e-02 9.7278e-02

Gauss 

Seidel

(Q/1.25)

2044 476.402 9.2409e-02 9.7278e-02

표 초음속 영역 익형 계산 결과3.6 



제 장 수치해석4 

익형4.1 NACA0012 

본 장에서는 익형을 아음속 마하수 천음속 마하수 NACA0012 ( 0.5), (

초음속 마하수 영역에 대한 기법을 사용하여 해석하였0.8), ( 1.2) AMG 

다 사용된 격자는 장에서 사용된 사각형 격자를 사용하였으며 . 3 AMG 

기법에서 격자의 연결 강도를 정의하는 방법을 표 의 가지 응집 (2.2) 10

기법을 이용하여 어떠한 방법이 기법에서 사용되느냐에 따라 성능AMG 

이 가장 좋은 성능을 발휘하는지 비교하였다.

그림 각 연결 강도 정의 방법에 따른 계산시간4.1 

결과는 위 그림 과 같다 가지 응집 기법에 대한 시간을 그래(4.1) . 10

프로 나타내었으며 와 로 격자의 , trace of matrix matrix determinant



연결 강도를 정의하는 것이 효율이 가장 낮게 나타난다는 것을 전체 유

동 영역에 걸쳐 확인할 수 있었다 이러한 성능 차이는 충격파의 영향이 . 

커지는 천음속 초음속 영역에서 큰 경향을 보였다, .

가속화 분석4.2 

절의 계산 결과를 확인하였을 때 와 4.1 trace of matrix matrix 

를 응집 기법으로 사용하면 기법의 성능 하락이 나타determinant AMG 

났다 원인 분석을 위해 가장 성능이 좋게 나온 첫 번째 대각 요소를 이. 

용한 응집 기법과 를 이용한 응집 trace of matrix, matrix determinant

기법의 평균 응집되는 격자 개수를 비교하여 격자가 고르게 응집되는지 

확인하였다 계산에서 사용한 계층 수는 이고 값은 . AMG 5 , mgbmax 4

를 이용하였다 이것을 참고하여 각 계층에서 미세 격자가 하나의 성긴 . 

격자로 응집될 때의 평균 개수 그래프로 표현하면 아래 그림 과 같(4.2)

다.

그림 응집 기법에 따라 하나의 성긴 격자로 응집되4.2 

는 미세 격자의 평균 개수

그림 을 통해서 첫 번째 대각 요소를 이용하는 응집 기법이 설정(4.2)



한 값인 에 가장 근접한 값으로 각 계층에서 미세 계층 격자mgbmax 4

들을 응집하였으며 와 응집 기법 순서로 , determinant trace of matrix 

상대적으로 값에 덜 가깝게 미세 격자를 응집하는 것을 확인하였다4 . 

결과적으로 그림 를 통해 미세 격자들의 응집되는 개수가 미리 설(4.2)

정한 값에 가깝게 접근할수록 기법의 가속 성능이 향상mgbmax AMG 

되며 응집 기법이 효율적일수록 기법의 성능이 향상된다는 것을 , AMG 

알 수 있었다.

다음으로 장과 장의 계산 결과로부터 기법의 성능이 아음속3 4 AMG , 

천음속 초음속 영역 순으로 높은 경향이 나타났는데 이는 천음속과 초, , 

음속 영역의 경우 불연속적인 충격파가 발생하기에 차 정확도를 위한 2

가 사용되고 내 함수와 함수로 인하여 발생한 limiter , limiter max min 

불연속적인 특성으로 인하여 수를 상대적으로 크게 설정하지 못한 CFL 

것이 원인으로 확인되었다.

충격파가 존재하는 유동에 대한 기법 성능 저하의 또 다른 원AMG 

인으로는 기법에서 되어 나타나는 격자의 경우 생성AMG coarsening 

되는 하위 계층 격자가 충격파가 존재하는 경우 이를 파악하여 충격파를 

기점으로 격자가 분리되어 제작되어야 하는데 아래 그림 과 같이 , (4.3)

충격파를 포함하는 형태로 격자 블록이 생성되었다는 것이다 이것이 원. 

인으로 지목된 이유는 기반 기법의 additive correction method AMG 

특성상 생성되는 하위 계층 격자를 통해 계산되는 오차가 상위 계층의 

격자에 보정되는 것을 기반으로 가속화가 진행되는데 충격파를 포함하, 

여 하위 계층 격자가 생성되면 충격파의 전후로 물리적 내용이 다른 특

성에 대하여 미세 격자에 대한 효과적인 보정이 어려워지고 결국 이것이 

기법 성능의 저하로 귀결되기 때문이다AMG .



그림 천음속 유동 익형에서의 충격파 위치와 하위 계층 격자 형상4.3 
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본 논문에서는 기반 기법을 압축additive correction method AMG 

성 유동 해석자에 적용하였으며 이를 이용하여 익형에 대한 유동해석을 

진행하여 기법을 사용하지 않는 계산과 계산시간 및 계산 결과를 AMG 

비교하였다 기법 사용 여부에 따른 계산 결과는 동일하게 나타났. AMG 

으며 기법적용을 진행한 결과 최대 아음속 영역의 경우에서는 , AMG 

천음속 영역의 경우에서 초음속 영역의 경우에서 의 87%, 61%, 44%

계산시간이 감소하였다.

다음으로 격자들의 연결 강도를 블록 행렬 요소로부터 규정하는 응집 

기법을 가지 선정하여 이 기법들에 대한 기법의 성능이 각 아10 AMG 

음속 천음속 초음속 영역에서 어떠한 경향을 나타내는지 비교 분석하, , , 

였다 전체 영역에서 사용한 응집 기법 중 첫 번째 대각 요소를 사용하. 

는 방법이 가장 준수한 결과를 보였던 반면, matrix determinant, 

순서로 기법 성능 저하가 확인되었으며 trace of matrix AMG AMG 

기법 성능 저하의 주된 원인은 미리 설정한 값에 가깝게 균일mgbmax 

한 격자들의 이 이루어지지 않는 것이 원인으로 분석되었다coarsening .

위 계산에서 전반적으로 연속적이며 충격파가 없는 아음속 영역 문제, 

에서는 기법의 성능이 상대적으로 높게 나타났던 반면 충격파가 AMG , 

발생하는 천음속 영역과 초음속 영역 문제에서는 기법 성능이 낮AMG 

게 나타났다 이는 크게 두 가지의 요인으로 인한 결과로써 첫 번째 요. , 

인은 충격파의 불연속적인 특성에서 기인한 가용 수의 범위의 감CFL 

소이며 두 번째 요인은 충격파를 인식하여 하위 계층으로 응집을 진행, 

하지 못한 기법의 응집 알고리즘의 불완전성 때문이었다 이 두 AMG . 

요인으로 인해 충격파가 존재하는 천음속 초음속 영역에서 기법, AMG 

이 아음속 영역과 비교해 상대적인 성능감소를 보였다.

위 결과를 통해 기반 기법을 밀도 additive correction method AMG 



기반의 비점성 유동해석자에 적용하여 전 유동 영역에 대한 NACA0012 

익형을 해석할 경우 격자의 연결 관계를 첫 번째 대각 요소의 절댓값을 

이용하는 것이 가장 효율적임을 확인하였다 또한 계산 결과로부터 충격. , 

파의 위치를 정확하게 인식하여 을 진행하며 최대한 설정된 coarsening , 

값에 근접한 개수의 미세 계층 격자가 전 영역에 균일하게 응mgbmax 

집되어 성긴 계층 격자로 생성될수록 기법의 성능향상을 기대할 AMG 

수 있음을 예상할 수 있었다.
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Abstract

Implementation of algebraic 

multigrid method and 

performance analysis on 

unstructured flow solver

Seunghyeon Kim

Department of Aerospace Engineering

The Graduate School

Seoul National University

     Present study implemented convergence acceleration method 

on unstructured grid based compressible flow solver. The 

convergence acceleration and accuracy of the calculation were 

verified by solving the symmetrical airfoil problems based on 

unstructured and structured grid for the two-dimensional 

subsonic, transonic, and supersonic flow regions. In the transonic 

and supersonic flow regions where the shock wave occurs, the 

limiter freezing method was used. The calculation was carried 

out by making the limiter uses the values from the previous 

iteration when the residual reduction stalls.



     The coarsening method of the algebraic multigrid (AMG) 

was based on the additive correction method, and coarsening 

was performed through agglomeration according to the grid 

connection strength given at each levels of equations. By 

conducting case study changing the agglomeration method which 

defines the connection, transonic and supersonic flow region 

simulations were performed for the symmetrical airfoil.

     In addition, the difference of each agglomeration method 

based AMG performance was analyzed accordingly. In the case 

study, the absolute value of the diagonal element of the Jacobian 

matrix, trace of matrix, matrix norm (P-1, P-infinity, Max, 

Frobenius), and matrix determinant were used as agglomeration 

methods. As a result of the performance analysis, it was 

analyzed that the cause of the performance difference between 

the calculation with the best performance of the AMG and the 

calculation with the worst performance was due to the difference 

in coarsening performance.

keywords : Computational fluid dynamics (CFD), Convergence 

acceleration method, Algebraic multigrid, Additive correction 

method, Inviscid flow, Compressible flow
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