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국문 초록 

 

본 연구에서는 무격자 기법을 이용하여 구조해석 프로그램을 개발 하였

다. 무격자 기법은 격자나 요소의 정보 없이 질점의 연결 정보만으로 도메인

을 해석하는 방법이다. 질점의 연결정보만을 가지고 해석을 수행하기 때문에 

복잡한 형상에 대해서 격자를 생성하는 것 보다 비교적 자유롭고 손쉽게 질점

을 생성할 수 있다. 또한, 움직이는 물체를 해석 할 때 격자계 시스템의 경우 

격자를 재생성하는 많은 시간이 소요되지만, 질점 정보만을 사용하게 되면 격

자의 재성성 없이 움직이는 물체에 대해서 해석을 수행 할 수 있다. 구조 지배

방정식으로는 Cauchy’s Momentum Equation 을 사용 하였으며, constitutive 

equation 으로 Hook’s Law 를 사용 하였고, strain-displacement 식으로 Green-

Langrange tensor 를 사용 하였다. 간단한 구조 문제를 해석하고 이론 식과 비교

하여 검증을 수행하였다. 본 연구를 통해 개발된 무격자 구조 해석 프로그램

은 연구실의 유동해석 코드와 결합하여 복잡한 형상, 대변형 등이 일어나는 

공력-구조 연계가 필요한 문제들을 수월하게 해석 할 것으로 기대 된다. 

                                                                       

주요어 : 무격자 기법, 구조핵석 

학  번 : 2016 – 29537 
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1. 서론 

1.1 연구배경 

 

최근 개발되는 고성능 전투기나, 민항기의 경우 탄성을 가진 구조물이 큰 

비율을 차지하며[1], 공력과 구조의 상호작용으로 인해 발생하는 

공력탄성학적 영향이 두드러지게 나타난다. 이러한 공력탄성학의 영향으로 

날개가 심하게 진동하거나, 대 변형을 일으켜 비행체의 파손을 일으킨다. 

공력탄성학의 영향으로 비행체에 파손을 유발하지 않더라도 날개에서 

발생하는 진동이 비행체 내부로 전해져 전자장비나 탑재체 등의 주요 장비에 

악영향을 끼칠 수 있다. 또한, 날개의 진동 현상으로 공력 특성이 변하여 

고기동이 필요한 전투기와 안정성이 필요한 민항기의 공력 특성을 설계 

목표보다 크게 저하 될 수 있다.  

삼각익을 가지는 전투기의 경우 고 받음각으로 비행시 그림 1 과 같이 

앞전에서 와류가 발생한다. 앞전에서 발생한 와류가 날개 위를 흐르지 못하고 

박리가 일어나는데 이를 와류 붕괴 현상이라 한다. 이런 와류 붕괴 현상으로 

날개 위에 극심한 비정상 유동이 흐르게 되고, 비정상 유동으로 인해 

비행체의 날개가 심하게 흔들리는 현상이 발생한다[2]. 심하게 흔들리는 

날개가 다시 날개 위의 비정상 유동을 더욱 심화 시켜 고기동이 필요한 
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전투기의 안정성을 저하시키는 문제를 발생시킨다. 이와 같이 복잡한 물리적 

현상을 정확히 예측하기 위해서는 구조와 공력의 정확한 연계 해석이 

필요하며, 항공 분야 외에도 가스 터빈, 에어백, 다리 설계, 혈관 해석 등의 

다양한 분야에서 유동-구조 연계 해석은 필수 적으로 연구가 필요하다.   

 

 

그림 1 전투기 앞전에서 발생하는 와류 

  

 

1.2 공력-구조 연계 해석 

 

공력-구조 연계 해석에 있어서 해석 방법에 따라 loose coupling 과 strong 

coupling 으로 나누어 진다. 전자의 경우 유동해석과 구조해석을 각각의 다른 

코드로 시간 전진만 맞춰 해석을 하는 방법이고, 후자는 하나의 지배 방정식 
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시스템으로 해석하는 것을 말한다. 본 논문에서는 loose coupling 을 목적으로 

프로그램을 개발 하여, loose coupling 방법을 기본으로 두고 설명 한다. 

일반적으로 공력과 구조를 연계하여 해석할 때 그림 2 와 같이 유동은 

유한체적법(FVM, Finite Volume Method) 구조는 유한요소법(FEM, Fintie Element 

Method)를 사용하여 해석을 수행한다. 

 

 

그림 2 공력-구조 연계 해석의 일반적 방법 

 

유동에서 계산된 압력과 전단 응력을 구조물의 외력으로 넣어주고 외력으로 

인한 구조의 변형을 계산한다. 구조의 변형의 다시 유동의 흐름에 영향을 주게 

되고 이를 계속 반복해 가며 계산을 수행한다. 구조의 변형이 일어나기 때문에 

변형이 일어나면 격자가 비틀리게 되어, 격자를 재생성해야 하는 문제가 

발생한다. 그림 3 과 같이 기존의 방법으로 격자를 재생성에 있어서 어려움이 

발생한다. 또한 과도한 변형 발생시 격자가 꼬이는 현상이 등이 발생하여 
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negative volume 과 같은 문제들이 발생한다. 하지만 무격자 기법의 경우 격자 

대신 질점의 연결정보만을 요구하기 때문에 격자의 재성성 없이 강건하게 유동 

및 구조 해석을 수행 할 수 있다.  

 

 

그림 3 격자의 비틀림과 재생성 실패 예시 

 

 

 

 

 

 

2. 무격자 해석 기법 
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2.1 Element Free Galerkin Method 

 

Element Free Galerkin Method 은 Belytschko[3]에 의해서 처음 개발 

되었다. 구조를 해석하는 일반적인 FEM 방법관는 달리 요소에서 정해진 

노드에서 지배방정식을 푸는 것이 아니라, 연결된 connectivity 들 간의 weight 

function 과 shape function 을 구하여 해석하는 방법이다. MLS (moving least square) 

방법을 통해 shape function 의 근사 함수를 구하여 해석을 수행한다. 때문에 

점들이 정렬 돼있지 않고, 불규칙하게 분포하여도 범위 내에서 connectivity 가 

연결된 점들이 있으면 해석이 가능하다. 일반적인 FEM 방법에서는 요소 별로 

beam element, plate element, shell element 과 같이 요소가 나뉘는 반면 무격자 

기법은 요소의 구분없이 사용이 가능하다[5].   

 

2.2 MLS Approximants 

 

구간 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1  를 11 개로 노드 균일하게 나누어 보자. 각 노드에서 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)의 근사값을 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ 라고 하면 근사값은 다음과 같이 구할 수 있다[4]. 

 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ = �𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑗𝑗(𝑥𝑥) ≡ 𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥)𝑎𝑎(𝑥𝑥)
𝑚𝑚

𝑗𝑗

 (1) 
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m 은 단항식의 개수 이고 𝑎𝑎(𝑥𝑥)  는 x 의 함수로 계수로 이루어진 벡터이다. 

𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥)는 기저함수 함수로 이루어진 벡터이며 다음과 같이 주어진다. 

 

𝑎𝑎𝑇𝑇(x) = {𝑎𝑎0(𝑥𝑥), 𝑎𝑎1(𝑥𝑥), 𝑎𝑎2(𝑥𝑥),⋯ , 𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑥𝑥) } (2) 

𝑝𝑝𝑇𝑇(x) = {1, 𝑥𝑥, 𝑥𝑥2,⋯ , 𝑥𝑥𝑚𝑚 } (3) 

 

예를 들어 1 차원에서 식 (1)의 일차식과 이차식은 다음과 같이 주어진다.  

 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ = 𝑎𝑎0(𝑥𝑥), +𝑎𝑎1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏𝑙𝑙𝑏𝑏) (4) 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ = 𝑎𝑎0(𝑥𝑥), +𝑎𝑎1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2(𝑥𝑥)𝑥𝑥2 (𝑞𝑞𝑢𝑢𝑎𝑎𝑞𝑞𝑙𝑙𝑎𝑎𝑞𝑞𝑙𝑙𝑞𝑞 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏𝑙𝑙𝑏𝑏) (5) 

 

2 차원 혹은 3 차원 공간에서 𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥)는 다음과 같이 주어진다. 

 

𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {1, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2  ⋯ , 𝑥𝑥𝑚𝑚 , 𝑦𝑦𝑚𝑚 } (6) 

𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = {1, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥, 𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2, 𝑧𝑧2  ⋯ , 𝑥𝑥𝑚𝑚 𝑦𝑦𝑚𝑚 , 𝑧𝑧𝑚𝑚 } (7) 

 

식 (1)에서 𝑎𝑎(𝑥𝑥) 의 값을 구하기 위해서 Moving Least Square approximation[5]을 

사용한다. 주변 노드들의 값으로부터 근사 함수를 구한다. 그림 4 와 같이 노들 

값과 𝑢𝑢𝑖𝑖과 근사된 함수 값의 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖)ℎ차이의 제곱이 최소가 되도록 하게끔 𝑎𝑎(𝑥𝑥)의 

값을 구하여 근사 함수 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ 를 구한다. Weight function 을 도입하여 식을 
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나타내면 다음과 같다. 

 

 

그림 4 Tree data structure 

 

n 은 연결된 connectivity 의 점 개수이며 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) 는 weight function, 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖)는 노드에서의 값이다.  

 

𝜕𝜕J
𝜕𝜕𝑎𝑎

= 0 (10) 

 

J =  �𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)[𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥) − 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖)]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (8) 

    =  �𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)[𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥)𝑎𝑎(𝑥𝑥) − 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖)]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (9) 
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위의 조건을 만족하게 되면 선형방정식으로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

𝐴𝐴(𝑥𝑥)𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐵𝐵(𝑥𝑥)𝑢𝑢 (10) 

 

A(x)는 모멘트 행렬이라 부르고 다음과 같이 정리 된다. 

 

𝐴𝐴(𝑥𝑥) = �𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑝𝑝𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (10) 

 

1 차원에서 일차식으로 예측한다고 하면 A(x) 와 B(x)는 다음과 같이 

된다[4]. 

𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) �
1 𝑥𝑥1
𝑥𝑥1 𝑥𝑥12

� + 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) �
1 𝑥𝑥2
𝑥𝑥2 𝑥𝑥22

� 

+⋯+ 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) �
1 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛2

� 
(11) 

 

𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑝𝑝(𝑥𝑥1),𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝑝𝑝(𝑥𝑥2),⋯ 

     ,𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑛𝑛) 

     = 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)[ 1
𝑥𝑥1

],𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)[ 1
𝑥𝑥2

],⋯ 

      ,𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛)[ 1
𝑥𝑥𝑛𝑛

] 

(12) 

𝑢𝑢𝑇𝑇 = [𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,⋯ ,𝑢𝑢𝑛𝑛] (13) 

식 (10)을 a(x)에 대해 정리하여 식 (1)에 대입하면  
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𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ = ��𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑥𝑥)(𝐴𝐴−1(𝑥𝑥)𝐵𝐵(𝑥𝑥))𝑗𝑗𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑗𝑗=0

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝑇𝑇𝐴𝐴−1𝐵𝐵𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖 (14) 

근사 함수 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ는 위와 같이 주어진다.  

식 (14)에서 φ을 shape function 으로 정의한다. 

 

φ = �𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑥𝑥)(𝐴𝐴−1(𝑥𝑥)𝐵𝐵(𝑥𝑥))𝑗𝑗𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑗𝑗=0

= 𝑝𝑝𝑇𝑇𝐴𝐴−1𝐵𝐵𝑖𝑖  (15) 

 

따라서 MLS 를 통해 구한 근사 함수는 shape function φ를 통해 다음과 

같이 구할 수 있다. 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ = �𝜑𝜑(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑢𝑢𝑖𝑖 (16) 

 

다음은 구한 근사 함수 (16)의 미분 값을 구한다. 식 (15)에서  

φ(x) = 𝛾𝛾(𝑥𝑥)𝐵𝐵(𝑥𝑥) 

where, 𝛾𝛾(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑇𝑇𝐴𝐴−1 
(17) 

Shape function 의 각 미분값은 다음과 같이 주어진다[5]. 

∂φ
∂x

=  
∂γ
∂x
𝐵𝐵 + γ

∂B
∂x

 (18) 

∂φ
∂x∂y

=  
∂γ
∂x ∂y

𝐵𝐵 +
∂γ
∂x
∂B
∂y

+
∂B
∂x

∂γ
∂y

+ γ
∂B
∂x∂y

 (19) 
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일반적인 FEM 방법의 경우 요소마다 shape function 을 구하기 때문에 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ 와 𝑢𝑢𝑖𝑖 가 일치하지만, MLS 방법을 통해 구한 shape function 은 근사 

함수이므로 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ ≠ 𝑢𝑢𝑖𝑖을 만족하지 못한다. 따라서 essential boundary condition 

적용 시 기존 방법보다 추가로 작업을 해줘야 한다. 본 연구에서는 essential 

boundary condition 적용 시 Langrange multiplier 를 이용한다. 

 

2.3 Weight Function 

 

본 연구에서 weight function w𝑖𝑖(x) = 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) 는 매우 중요한 

역할을 한다. w𝑖𝑖(x)을 구성할 때 양수이면서, a(x)가 유일할 수 있도록 

구성해야한다. 𝑥𝑥와 𝑥𝑥𝑖𝑖의 차이가 작으면 w𝑖𝑖(x)은 큰 값을 가져야 되고, 

𝑥𝑥와 𝑥𝑥𝑖𝑖의 차이가 크면 w𝑖𝑖(x)을 작게 가져가야 한다. 따라서 w𝑖𝑖(𝑞𝑞)는 

𝑞𝑞 = (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) 의 함수로 이루어 진다[6]. 

임의 노드 n 개 대해서 w𝑖𝑖(x) 의 값에 따른 근사 함수 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ 를 

∂φ
∂x ∂y∂z

=  
∂γ

∂x∂y ∂z
𝐵𝐵 +

∂γ
∂x∂y

∂B
∂z

+
∂γ
∂x∂z

∂B
∂y

 

+
∂γ
∂y∂z

∂B
∂x

+
∂γ
∂x

∂B
∂y∂z

+
∂γ
∂y

∂B
∂x∂z

+
∂γ
∂z

∂B
∂x ∂y

 

+γ
∂B

∂x ∂y∂z
 

(20) 
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그리면 매우 다른 결과가 나오는 것을 볼 수 있다[5]. 그림 5 의 경우 모든 

노드에서 w𝑖𝑖(x)을 1 로 주었을 때 근사 된 𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ함수이다. 그림 6 은 4 번 

5 번 노드만 w𝑖𝑖(x) 을 1 로주고 나머지는 0 을 주었을 때 근사 된 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ함수이다. 일반적인 FEM 방법에서 linear finite element approximation 을 

했을 때와 같은 결과가 나온다. 그림 7 은 MLS 방법으로 4 번, 5 번 노드에 

대해서 smooth 한 w𝑖𝑖(x)을 도입했을 때 나타나는 결과다. 임의에 점에 

대해서 가장 근사하게 나타나는 것을 볼 수 있다. 

 

 

그림 5 전체 도메인에 일정한 Weight Function 
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그림 6 노드 4 번, 5 번에만 일정한 Weight Function 

 

그림 7 노드 4 번, 5 번에 대해 smooth 한 Weight Function 

 

𝑞𝑞𝑖𝑖 = |𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖| 라 하고 𝑞𝑞𝑚𝑚𝑖𝑖 을 각 노드가 영향력을 끼치는 범위로 

정의한다. 통상적으로 𝑞𝑞𝑚𝑚𝑖𝑖 = 2.0~3.0 로 주고 있으며, domain of 
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influence 의 범위에 따라 weight function 을 다르게 주어 각 노드의 

가중치를 결정한다. Normalized radius 를 다음과 같이 정의한다. 

 

r = 𝑞𝑞𝑖𝑖/𝑞𝑞𝑚𝑚𝑖𝑖 (21) 

 

본 연구에서는 cubic spline 을 통해 weight function 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)  ≡

𝑤𝑤(𝑙𝑙) 을 구한다. 그림 8 에서 일반적으로 쓰이는 weight function 들을 

확인 할 수 있다. 

𝑤𝑤(𝑙𝑙) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2
3
− 4𝑙𝑙2 + 4𝑙𝑙3 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙 𝑙𝑙 ≤

1
2

4
3
− 4𝑙𝑙 + 4𝑙𝑙2 −

4
3
𝑙𝑙3 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙 

1
2
≤ 𝑙𝑙 ≤ 1

0 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙 𝑙𝑙 > 1

 (22) 

 

 

그림 8 일반적으로 사용되는 weight function 
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Weight function 의 미분 값은 다음과 같이 주어진다. 전체 영역에서 

연속이고 미분 가능한 함수이므로 미분 값을 chain rule 을 통해 다음과 

같이 구해진다. 

 

𝑞𝑞𝑤𝑤(𝑙𝑙)
𝑞𝑞𝑙𝑙

𝑞𝑞𝑙𝑙
𝑞𝑞𝑥𝑥

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ −8𝑙𝑙 + 12𝑙𝑙2𝑏𝑏𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙 𝑙𝑙 ≤

1
2

−4 + 8𝑙𝑙 − 4𝑙𝑙2𝑏𝑏𝑙𝑙𝑠𝑠𝑙𝑙(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙 
1
2
≤ 𝑙𝑙 ≤ 1

0 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑙𝑙 𝑙𝑙 > 1

 
(22) 

 

2.5 Discretiziation of the governing equation 

 

Chaucy’s Momentum equation 은 다음과 같이 주어 진다. Ω는 계산 

되는 domian, Γ𝑡𝑡 는 traction boundary 로 외력이 주어지는 경계, Γ𝑢𝑢 는 

essential boundary condition 으로 변위가 주어지는 경계이다 [7].  

 

∇ ∙ 𝜎𝜎 + 𝑏𝑏 = 0 in Ω (23) 

𝜎𝜎 ∙ n = 𝑞𝑞̅ in Γ𝑡𝑡 (24) 

u = 𝑢𝑢�  in Γ𝑢𝑢 (25) 

 

𝜎𝜎는 stress tensor, bar 가 취해진 것은 prescribed boundary, n 은 unit 
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normal vector 이다. 결국 풀어야하는 값은 ∇ ∙ 𝜎𝜎 이다. ∇ ∙ 𝜎𝜎  통해 

displacement field 와 stress 가 계산된다. 식을 풀어서 쓰면 다음과 같이 

쓴다. 

 

𝜕𝜕𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑧𝑧

+ 𝑏𝑏 = 0 (26) 

∂τyz
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ 𝑏𝑏 = 0 (27) 

∂τxz
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σzz
∂z

+ 𝑏𝑏 = 0 (28) 

 

등방성 물체 조건으로 Hook’s Law 에 의한 Stress-strain 관계식[8] 

을 적용하였다. E 는 Young’s Modulus 이고 𝑣𝑣는 passion ratio 로 이는 

구조의 물성치에서 주어진다. 본 연구에서는 단일 재질의 해석을 수행 

하였기 때문에 모두 상수로 주어진다. 

 

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸

(1 + 𝑣𝑣)(1 − 2𝑣𝑣) [(1 − 𝑣𝑣)𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦] (29) 

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸

(1 + 𝑣𝑣)(1 − 2𝑣𝑣) �𝑣𝑣𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + (1 − 𝑣𝑣)𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦� (30) 

𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐸𝐸

(1 + 𝑣𝑣)(1 − 2𝑣𝑣) [𝑣𝑣𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + (1 − 𝑣𝑣)𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦] (31) 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐸𝐸

2(1 + 𝑣𝑣)
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 (32) 
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𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥 =
𝐸𝐸

2(1 + 𝑣𝑣)
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑦𝑦 (33) 

𝜏𝜏𝑦𝑦𝑥𝑥 = 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 =
𝐸𝐸

2(1 + 𝑣𝑣)
𝛾𝛾𝑦𝑦𝑥𝑥 (34) 

 

Strain 은 Green-Langrange tensor 를 통해 strain-displacement 

관계식을 나타낸다[9]. 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑦𝑦
𝛾𝛾𝑦𝑦𝑥𝑥 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑧𝑧

1
2
�
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

�

1
2
�
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑦𝑦

�

1
2 �
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑧𝑧

+
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑧𝑧 �⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (35) 

 

식 (23), (24), (25)을 weak form 으로 쓰면 다음과 같다. 

 

� 𝛿𝛿(∇𝑠𝑠𝑉𝑉𝑇𝑇):𝜎𝜎𝑞𝑞Ω
Ω

− � 𝛿𝛿𝑉𝑉𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑞𝑞Ω
Ω

− � 𝛿𝛿𝑉𝑉𝑇𝑇 ∙ 𝑞𝑞̅𝑞𝑞Γ
Γ𝑡𝑡

− 

� 𝛿𝛿𝑇𝑇 ∙ (𝑢𝑢 − 𝑢𝑢�)𝑞𝑞Γ
Γ𝑢𝑢

− � 𝛿𝛿𝑉𝑉𝑇𝑇 ∙ 𝜆𝜆𝑞𝑞Γ
Γ𝑢𝑢

= 0 

(35) 
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𝛿𝛿𝑉𝑉는 test function 이고, 𝜆𝜆는 Lagrange multiplier 로 앞서서 얘기한 

essential boundary condition 을 위해 사용한다. Lagrange multiplier 𝜆𝜆는 

다음과 같이 주어진다[10]. 

 

𝜆𝜆(𝑥𝑥) =  𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑏𝑏)𝜆𝜆𝑖𝑖 𝑥𝑥 ∈ Γ𝑢𝑢 (36) 

𝛿𝛿𝜆𝜆(𝑥𝑥) =  𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑏𝑏)𝛿𝛿𝜆𝜆𝑖𝑖 𝑥𝑥 ∈ Γ𝑢𝑢 (37) 

𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑏𝑏)은 Lagrange interpolant 이고, s 는 경계의 길이이다. 식 (35)를 

static problem 으로 가정하면 식은 다음과 같이 간소화 된다. 

 

� 𝐾𝐾 𝐺𝐺
𝐺𝐺𝑇𝑇 0� �

𝑢𝑢
𝜆𝜆� = �𝑓𝑓𝑞𝑞� (38) 

 

식 (35)의 각항은 다음과 같다. 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖 = � 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑇𝑇𝐷𝐷𝐵𝐵𝑖𝑖𝑞𝑞Ω
Ω

 (39) 

𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 = − � Φ𝑖𝑖𝑁𝑁𝑖𝑖𝑞𝑞Γ
Γ𝑢𝑢

 (40) 

𝑓𝑓𝑖𝑖 = � Φ𝑖𝑖𝑞𝑞̅𝑞𝑞Γ
Γ𝑡𝑡

+ � Φ𝑖𝑖𝑏𝑏𝑞𝑞Ω
Ω

 (41) 

𝑞𝑞𝑖𝑖 = − � 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑢𝑢�𝑞𝑞Γ
Γ𝑢𝑢

 (42) 
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𝑤𝑤ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙,𝐵𝐵𝑖𝑖 = �
Φ𝑖𝑖,𝑥𝑥 0

0 Φ𝑖𝑖,𝑥𝑥
Φ𝑖𝑖,𝑥𝑥 Φ𝑖𝑖,𝑥𝑥

� (43) 

𝑁𝑁𝑖𝑖 = �𝑁𝑁𝑖𝑖 0
0 𝑁𝑁𝑖𝑖

� (44) 

 

이산화 된 식 (38)을 적분은 Gauss Quadrature 를 통해 적분을 수행 

하였다. 

 

2.6 Gauss-quadrature 

 

 4 point Gauss-quadrature 를 사용하여 적분을 수행하였고, 적분을 

위한 계수는 아래 표와 같다. 

 

Weighting Factor Function Arguments 

C1 = 0.3478548  𝑥𝑥1 = −0.861136312 

C2 = 0.6521452 𝑥𝑥2 = −0.339981044 

C3 = 0.6521452 𝑥𝑥3 = 0.339981044 

C4 = 0.3478548 𝑥𝑥4 = 0.861136312 

표 1 Gauss Quadrature 계수 
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3. 수치해석 결과 

 

3.1 1D Bar Problem 

 

 

그림 9 1D Bar Problem 

 

해석 개요 

Length 1 

Young’s Modulus 200e9 

Density 1 

P 1000 

𝐴𝐴𝑡𝑡𝑖𝑖𝑡𝑡/𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑡𝑡 0.5 

표 2 1D Bar Problem 의 해석 개요 표 

오차는 다음과 같이 구하였다. 
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𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑓𝑓𝑙𝑙 =  
∑(𝑈𝑈𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑈𝑈𝑛𝑛𝑢𝑢𝑚𝑚)/𝑈𝑈𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑙𝑙𝑢𝑢𝑛𝑛𝑏𝑏𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑙𝑙𝑓𝑓𝑞𝑞𝑙𝑙𝑏𝑏
 

 

다음 표는 노드 개수에 따른 오차이다. 노드 개수가 많아지면 

많아 질수록 오차가 줄어 드는 것을 확인 할 수 있다. 

Number of Nodes % error 

11 8.14 

31 3.58 

51 2.39 

101 1.38 

표 3 1D Bar Problem Grid convergence 

 

그림 10 1D Bar Problem 11 nodes 
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그림 11 1D Bar Problem 31 nodes 

 

 

그림 12 1D Bar Problem 51 nodes 
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그림 13 1D Bar Problem 101 nodes 

 

그림 9 부터 그림 13 을 살펴보면 격자의 수에 따라 exact solution

과 일치 하는 것을 볼 수 있다. Free end 에서 에러가 가장 크게 나오는

데 앞서 얘기한 바와 같이 MLS approximation 을 통해 구했기 때문에 

𝑢𝑢(𝑥𝑥)ℎ ≠ 𝑢𝑢𝑖𝑖이다. 따라서 boundary condition 부분에서 에러가 발생한다. 
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3.2 2D Beam Problem 

 

 

그림 14 2D Beam Problem 

 

해석 개요 

Length 48 

Height 12 

Young’s Modulus 30e6 

Poisson ratio 0.3 

Density 1 

P 1000 

표 4 2D Beam Problem 해석 개요 

 

x 방향으로 15 개, y 방향으로 9 개의 노드를 생성하여 해석한 결과
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이다. 

 

그림 15 2D Beam 에서 생성된 요소 

 

 

그림 16 움직인 2D beam 의 요소 

원래 위치와 비교하였을 때 요소가 움직인 것을 확인 할 수 있다. 
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그림 17 𝝈𝝈𝐱𝐱𝐱𝐱  𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪 𝑪𝑪𝒐𝒐𝒐𝒐𝑪𝑪 𝒃𝒃𝒐𝒐𝒃𝒃𝒃𝒃 

 

 

해석 개요 

Length 48 

Height 12 

Young’s Modulus 30e6 

Poisson ratio 0.3 

Density 1 

P 5000 

표 5 2D Beam Problem 해석 개요 

Deflection 을 좀더 크게 보기 위해서 힘을 5 배로 증가 시켜 해석을 수

행 하였다. 
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그림 18 움직인 2D beam 의 요소 

 

 

그림 19 𝝈𝝈𝐱𝐱𝐱𝐱  𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪 𝑪𝑪𝒐𝒐𝒐𝒐𝑪𝑪 𝒃𝒃𝒐𝒐𝒃𝒃𝒃𝒃 
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4. 결 론 및 향후 계획 

본 연구에서는 요소를 사용하지 않고 오로지 질점의 연결정보로만 

해석을 수행하는 구조해석 프로그램을 개발하였다. 본 연구에서 개발한 

프로그램으로 1D bar, 2D Beam 해석을 수행하여 이론 식과 비교하여 검증을 

수행하였다. Moving Least Square approximation 을 통해 연결된 connectivity 의 

shape function 을 구하였고, cubic spline weight function 을 사용해 domain 의 근사 

함수를 구하였다. Galerkin Method 를 사용하여 구조 지배방정식을 수치적으로 

해석하였다.  

향후 계획으로는 Huh 가 개발한 무격자 유동 해석 코드와 결합하여, 공력-

구조 연계 해석을 할 수 있도록 할 것이며, 더욱 다양한 형상에 대해 구조해석 

코드의 검증을 수행할 것이다.  
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