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국문초록

국제 학업성취도 비교 연구의 결과에서 우리나라 학생들의 수학영역 

성취도는 높지만, 수학에 대한 정의적 영역 성취도는 낮게 나타났다. 이

와 관련하여 성취 중심 평가의 부정적인 측면이 제기되었고, 학교교육의 

평가체계가 바뀌어야 한다는 목소리가 높아졌다. 최근 발표된 2015 개정 

교육과정 총론에 따르면, 학습의 과정을 중시하는 평가를 강화하고, 평

가 결과를 활용하여 교수․학습의 질을 개선하는데 중점을 두어야 한다고 

권장한다. 이와 같이 학습내용 성취에 대한 세분화된 정보를 제공할 수 

있는 평가를 실시하여 교사와 학생 모두에게 도움을 주어야 할 필요성이 

더욱 대두되었다. 그러므로 우리는 학습내용 성취에 대한 자세한 정보를 

통해 교사와 학생 모두에게 도움을 줄 수 있는 평가를 지향해야한다.

양적 분석을 이용한 평가의 방법 가운데 인지진단모형

을 바탕으로 한 인지진단평가

는 학생들의 인지상태를 통계적으로 추정

하여 세분화된 인지요소 벡터로 분석하고 피드백을 제공하는 등 진단적

인 역할을 할 수 있다 학생들이 더 효율적인 학습을 할 수 있게 한다

인지요소와 문항의 응답 확률과의 관계를 어떻게 가정하고 있느냐에 따

라 다양한 인지진단모형이 개발되었다 여러 가지 인지진단모형 중에는 

모형과 같이 문항에서 요구하는 인지요소의 모든 효과를 고려

하는 일반적인 모형과 옳은 응답을 위해 인지요소들의 결합적 필요성을 

가정하는 모형과 같은 구체적인 모형이 있다

인지진단평가는 학생의 인지요소 숙달상태를 통계적으로 추정하기 때

문에 그 타당성에 대한 연구가 등장하기 시작했다 특히 모형적합도는 

모형이 실제 관찰된 데이터를 얼마나 잘 나타내는지를 의미하는데 인지

진단평가의 모형 데이터 적합도 연구는 데이터에 적합한 인지진단모형

을 찾는데 중점을 둔다 지금까지의 모형 데이터 적합도 연구는 검사 전



체에 적합한 모형을 찾는 검사 수준의 적합도 연구 위주였다면 각 문항

에 적합한 인지진단모형을 별도로 판정하는 문항수준의 모형 적합도 연

구도 등장하였다 인지진단모형은 인지요소 간의 관계를 모형별로 다양

하게 설정하고 있기 때문에 각 문항에 적합한 인지진단모형은 서로 상

이할 수 있다 가 제시한 검사는 사고 절약의 원

리를 바탕으로 하는데 검사를 구성하는 각 문항에 대해 일반적인 모형

과 구체적인 모형의 비교를 통해 구체적인 모형이 일반적인 모형 대신 

사용될 수 있는지를 결정하게끔 해준다 검사는 문항별로 구체적

인 모형과 일반적인 모형 사이에 판별을 가능하게 하는데 그쳤지만

검사에서 계산하는 문항수준 통계량을 이용하면 후보군의 

구체적 인지진단모형 가운데 각 문항에 가장 적합한 인지진단모형을 선

택하는 방법을 구성할 수 있다

본 연구에서는 통계량을 이용해 각 문항에 적합한 인지진단모형

을 선택하는 방법을 개발하고 그 효과를 검증하였다 이를 위해 모의실

험을 실시하였고 또한 문항에서 요구하는 인지요소의 개수 행렬의 

구조 문항의 질 등의 요인이 개발한 방법의 정확도에 미치는 영향 역시 

조사하였다 이를 위해 위의 조건이 변화할 때 참 모형과 문항수준 모형 

선택 방법으로 선택된 모형의 일치율을 구하여 정확도를 평가했다 그리

고 수학 평가 데이터 등을 사용하여 실제 수학인지진단평

가에 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법을 적용한 결과를 

분석했다

분석결과 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법의 정확도는 

문항의 질이 높고 복잡한 행렬이 사용된 상황에서 이상의 정확

도를 보였다 특히 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 많고 문항의 

질이 높을수록 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법의 정확

도는 높은 것으로 나타났다 본 연구에서 개발한 통계량을 이용한 

문항수준 모형 선택 방법을 이용하면 문항별로 인지진단모형을 다르게 

설정하여 좀 더 타당성 있는 인지진단평가를 수행할 수 있을 것으로 기



대된다

주요어 인지진단모형 인지진단평가 모형 검사

모형적합도 문항수준 모형적합도

학  번 
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제 장 서론

제 절 연구의 목적 및 필요성

우리나라 학생들이 TIMSS나 PISA와 같은 국제학업성취도평가에서 수

학의 인지적 영역 성취도는 최상위권이지만 수학 학습에 대한 정의적 영

역 성취도는 하위권에 머물고 있다(조혜정 & 김인수, 2016). 2015년에 실

시한 TIMSS 결과보고서를 보면 우리나라 초등학교 4학년과 중학교 2학

년 학생들의 수학 성취도는 각각 49개국 중 3위와 39개국 중 2위를 차지

하였지만, 수학 학습에 대한 흥미와 자신감 등 정의적 영역의 성취도는 

초등학교 4학년 학생의 경우 49개국 중 47-48위, 중학교 2학년 학생의 

경우 39개국 중 35-37위를 차지하였다(Mullis et al., 2016). 손원숙 외

(2009)는 우리나라의 경우 인지적 영역과 정의적 영역 성취도의 세계 순

위는 반대의 양상을 보이지만, 실제 상관관계를 구하면 인지적 영역과 

정의적 영역은 높은 상관이 있는 것으로 알려져 있다는 점을 지적하고 

이는 인지적 영역에만 집중하고 있는 우리나라 교육에 큰 시사점을 제공

한다고 주장했다. 

한편 오영수, 전영주(2018)는 실제 학교 현장에서 학생들의 인지적 성

취에만 관심을 가지고 평가하기 때문에 학교급과 학년이 올라갈수록 수

학학습에 대한 학생들의 감정, 느낌, 흥미 등 정의적 영역은 심각할 정

도의 부정적인 편향성을 나타난다고 주장했다. 또한, 김정환(2006)은 평

가에 의해 학습동기가 유발되고 평가가 곧 경쟁인 상황에서는 평가는 학

생의 불안감 등 정의적 영역에 부정적인 영향을 미치며, 학교교육의 질

적 개선을 위해 평가체계가 바뀌어야한다고 주장하는 등 인지적 영역의 

성취에만 집중하고 있는 현 평가체계에 대한 부정적인 견해가 제기되고 

있다.



교육부(2015)가 발표한 2015 개정 교육과정 총론 중 교육과정 구성의 

중점을 보면, 2015 개정 교육과정은 학생 참여형 수업을 활성화하여 자

기 주도적 학습 능력을 기르고 학습의 즐거움을 경험하도록 하고, 학습

의 과정을 중시하는 평가를 강화하여 학생이 자신의 학습을 성찰하고 평

가 결과를 활용하여 교수․학습의 질을 개선하는데 중점을 두었다. Black 

& William(1998)과 William(2006)에 의하면 평가는 충분히 세분화된 정보

를 제공해 학생들의 교수․학습에 적합한 피드백을 제공할 수 있어야 한

다. 즉, 우리가 지향해야할 평가는 서열화를 통해 경쟁을 유발하는 방식

에서 벗어나 학습내용 성취에 대한 자세한 정보를 통해 교사와 학생 모

두에게 도움을 줄 수 있어야 한다.

평가는 사람에 의해서 수행되기 때문에 주관적인 성격을 가지지만, 검

사라는 도구를 사용하여 측정치를 제공하고 그를 바탕으로 객관성을 확

보한다(성태제, 2018). 교육 현장에서는 학생들이 학습한 내용을 제대로 

성취하였는지 측정하기 위해 형성평가, 진단평가 등의 검사를 이용하고, 

검사 결과를 통해 학생들이 학습한 내용을 제대로 성취했는지에 대해 평

가한다. 오랜 시간동안 고전검사이론(Classical Test Theory, CTT)과 문항

반응이론(Item Response Theory, IRT)은 주된 평가도구로 사용되어 왔다

(de la Torre & Minchen, 2014). 이 중 최근까지 많이 사용되고 있는 문

항반응이론은 학생을 능력 연속체 위의 상대적 위치를 나타내는 점수를 

제공하는데, 이 점수는 학생의 능력에 대한 단일차원적인 점수에 불과하

다. 예를 들어 수학 검사를 실시했을 때, 문항반응이론이 제공하는 점수

는 단일적인 수학 능력에 대한 평가만 가능하게 한다. 이를 개선하기 위

해 다차원 문항반응이론(Multi-dimensional IRT, MIRT; Reckase, 1985)이 

제시되었지만, 다차원 문항반응이론은 피험자의 능력을 차원의 벡터로 

나누어 측정할 뿐, 세분화된 인지요소로 나누어 인지요소를 습득했는지 

습득하지 못했는지에 따라 패턴별로 분류하지는 못한다(Finkelman, Kim, 

& Roussos, 2009). 즉, 기존 평가도구는 수학의 구체적이고 세부적인 인

지 영역에 대한 평가는 불가능하기 때문에 진단적인 용도로는 상당히 제

한적이다(de la Torre & Lee, 2013). 기존 이론과 대조되어, 인지 및 심



리 이론이 발전하면서 학습과 관련성 높은 추론을 가능하게 하는 인지진

단모형(Cognitive Diagnosis Model, CDM)이 논의되기 시작했다(de la 

Torre, 2009a). 인지진단모형은 학생의 능력을 세부 인지요소의 다차원적

인 결합으로 설정하고 각 인지요소의 숙달/미숙달 여부 등의 정보를 제

공할 수 있다. 즉, 세분화된 인지요소에 대한 피드백을 줄 수 있어 기존 

문항반응이론이나 고전검사이론보다는 진단적인 성격이 더 강하다는 장

점이 있다(de la Torre & Minchen, 2014).

인지진단모형을 기반으로 하는 인지진단평가(Cognitive Diagnosis 

Assessment, CDA)는 검사에서 각 문항에 대한 학생의 응답을 토대로 문

항을 해결하는데 요구되는 인지요소의 숙달 또는 미숙달 여부를 프로파

일 형태로 제공하는 통계 추정 모형이다(Tatsuoka, 1995). 세분화된 인지

요소에 대한 학생의 숙달/미숙달 프로파일은 학생을 지도하는 교사로 하

여금 학습에 대한 피드백을 제공할 수 있고, 학생 스스로도 본인의 부족

한 부분을 깨닫고 극복하는 과정을 통해 자기 주도 학습을 경험할 수 있

는 등 학습방향 개선의 역할을 할 수 있다. 인지진단모형을 기반으로 한 

인지진단평가는 그 등장과 함께 평가의 새로운 가능성을 제시했으며, 인

지진단평가를 위해 인지요소들과 문항에 대한 반응 사이의 관계에 대한 

가정에 따라 여러 가지 인지진단모형이 개발되었다. 

현재 개발된 인지진단모형은 크게 일반적인 모형과 구체적인 모형으로 

나눌 수 있다. 일반적인 모형은 인지요소의 주효과와 인지요소 간의 상

호작용 효과 모두를 고려하고 있는 모형이다. 일반적인 모형의 예로는 

G-DINA(generalized DINA model: de la Torre, 2011), log-linear 

CDM(Henson, Templin, & Willse, 2009), GDM(generalized diagnostic 

model: von Davier, 2005) 등이 있다. 구체적인 모형은 일반적인 모형에 

상호작용 효과는 없는 것으로 설정하는 등 특정한 가정들이 더해져 만들

어진 모형들을 의미한다. 구체적인 모형의 예로는 DINA(deterministic 

inputs, noisy“and”gate model: Hartel, 1989; Junker & Sijitsma, 2001), 

DINO(deterministic inputs, noisy“or”gate model: Templin & Henson, 



2006), ACDM(additive CDM: de la Torre, 2011) 등이 있는데, DINA 모형

은 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달해야 문항을 해결 할 수 있

다고 가정하고, DINO 모형은 문항에서 요구하는 인지요소 중 하나라도 

숙달하면 문항을 해결할 수 있다고 가정한다. 또한, ACDM은 문항에서 

요구하는 인지요소 중에서 얼마나 숙달하느냐에 따라 문항을 해결할 수 

있는 확률이 달라진다고 가정한다. 

인지진단평가에서는 학생들의 응답 자료로부터 인지진단모형의 모수를 

추정하고 이를 이용하여 학생의 인지요소 숙달 여부를 판단한다. 이때 

이 추정이 타당한지 알아보기 위해 모형-데이터 적합도(model-fit index)

를 이용한다(Hu et al., 2016). 여기서 모형-데이터 적합도란 모형이 실제 

관찰된 데이터를 얼마나 잘 나타내는지를 의미하는데, 적합도가 좋다는 

것은 모형에 의해 예상된 결과가 실제 관찰된 결과와 잘 맞는다는 것을 

의미한다. 일반적인 모형은 구체적인 모형에 비해 더 나은 모형-데이터 

적합도를 보이지만, 일반적인 모형은 가지는 모수가 많아 추정 과정에서 

많은 표본을 요구하고, 반면 구체적인 모형은 특정한 가정들로 인해 일

반적인 모형에 비해 간단한 형태를 띠고 의미 있는 해석을 가능하게 한

다(de la Torre & Lee, 2013). 각 인지진단모형은 모형이 가지는 모수의 

개수도 다르고, 인지요소들 간의 관계를 다르게 가정하고 있다. 특히 표

본의 크기가 작을 때, 데이터에 적합한 구체적인 인지진단모형을 사용한 

경우가 일반적인 인지진단모형을 사용한 경우보다 인지프로파일 분류의 

정확도가 더 높은 것으로 나타났다(Rojas, de la Torre, & Olea, 2012). 

그러므로 인지진단평가를 실시함에 있어 적합한 인지진단모형을 활용하

는 것이 중요하다.

인지진단모형을 이용한 인지진단평가가 활발히 연구되면서, 동시에 인

지진단평가의 타당성에 대한 연구도 많이 진행되고 있다. 학생의 응답 

중 부적절한 응답을 찾아내는 피험자 응답 적합도 연구(예: Cui & 

Leighton, 2009)가 있다. 예를 들어 학생이 검사에 임하는 태도나 동기, 

응답 작성, 답안지 작성법 숙지 여부 등의 검사 외적 요인들로 인해 평



가의 타당성을 낮추는 경우가 생길 수 있다(시기자, 2003). 이런 경우, 피

험자 응답 적합도 연구를 통해 부적절한 응답을 제거해 평가의 타당성을 

향상시킬 수 있다. 또 다른 타당성의 분석으로 인지진단평가의 각 검사

에 어떤 인지진단모형이 적합한지를 분석하는 모형적합도 분석이 있다

(예: Chen, de la Torre, & Zhang, 2013). 대부분의 모형적합도 연구는 이

러한 검사수준 모형적합도를 분석하고 있는데, 검사수준 모형적합도 분

석은 모형적합도를 통해 검사 전체에 적합한 인지진단모형을 찾아내는데 

집중했다.

다양한 인지진단모형들이 문항을 해결하는데 필요한 인지요소들 간의 

관계를 다르게 가정하고 있는 만큼, 검사 내의 각 문항별로 서로 다른 

응답모형을 가질 수 있다. 예를 들어, 이차방정식에 대한 검사를 생각해

보자.  ,    ,    ,    의 네 개의 

방정식 중에서 중근을 갖는 방정식을 찾는 문항이 있다고 할 때, 이 문

항은‘중근에 대한 이해’, ‘인수분해를 이용하여 이차방정식의 근을 

구할 수 있다’, ‘근의 공식을 이용하여 이차방정식의 근을 구할 수 있

다’ 등 위 세 가지 인지요소 모두를 숙달하고 있어야 문항을 해결할 수 

있다. 따라서 이 문항은 DINA 모형이 적합한 모형이라고 판단할 수 있

다. 반면, 방정식    의 해를 구하는 문항이 있다고 할 때, 

‘인수분해를 이용하여 이차방정식의 근을 구할 수 있다’ 또는 ‘근의 

공식을 이용하여 이차방정식의 근을 구할 수 있다’라는 두 인지요소 중 

하나만 숙달하고 있더라도 문항을 해결할 수 있다. 그러므로 이 문항은 

DINA 모형 보다는 DINO 모형이 적합하다고 판단할 수 있다. 이처럼 검

사 내의 문항마다 적합한 인지진단모형이 다를 수 있기 때문에, 검사수

준 모형적합도 분석을 통해 검사 전체에 적합한 인지진단모형을 결정하

는 것은 타당하지 않은 평가로 이어질 수 있다. 검사수준 모형적합도 분

석에서 더 나아가 문항별로 모형적합도를 따로 분석할 수 있는데, 이를 

문항수준 모형적합도(item-level model fit) 분석이라고 한다(de la Torre 

& Lee, 2013). 검사지 내의 각 문항에 적합한 인지진단모형을 찾아내고, 



문항별로 인지진단모형을 달리하여 인지진단평가를 수행할 수 있다면, 

평가의 타당성을 더 높일 수 있을 것이다. 

de la Torre(2011)는 문항수준에서 모형적합도를 판단할 수 있는 Wald 

검사를 제안했다. Wald 검사는 검사내의 각 문항별로 일반적인 인지진단

모형과 구체적인 인지진단모형의 적합도를 통계적으로 비교하여 구체적

인 인지진단모형이 일반적인 인지진단모형 대신 사용될 수 있는지를 분

석할 수 있게 한다. Wald 검사는 각 문항에 대해 구체적인 모형별로 

Wald 통계량을 계산할 수 있고, 이를 비교하여 각 문항에 적합한 인지진

단모형을 결정할 수 있다. 이에 본 연구에서는 Wald 통계량을 이용하여 

문항수준 모형적합도를 분석해 문항수준에서 적합한 인지진단모형을 선

택할 수 있는지를 연구하고, Wald 통계량을 바탕으로 문항수준에서 적합

한 인지진단모형을 결정하는데 영향을 미치는 요인들을 분석하고자 했

다. 그리고 이를 바탕으로 실제 수행된 수학 인지진단평가의 자료를 이

용하여 Wald 통계량을 통해 선택된 인지진단모형은 무엇인지 분석하고, 

그 의미를 해석해보고자 했다.

제 절  연구문제와 연구의 중요성

인지진단모형은 학생들의 능력을 여러 인지요소의 다차원적인 결합으

로 가정하고 있다. 인지진단모형은 일종의 응답모형으로 학생들의 인지

요소 숙달여부와 각 모형에서 가정하고 있는 인지요소의 관계에 따라 문

항에 대해 올바르게 응답할 확률을 나타낸다. 인지진단모형을 바탕으로 

하는 인지진단평가는 검사지에 대한 학생들의 응답을 바탕으로 각 인지

요소의 숙달여부를 추정하여 학생들의 인지요소 프로파일을 추론할 수 

있다. 인지진단평가를 교육현장에 적용한다면 교사들은 학생들의 인지요

소 프로파일을 바탕으로 학생들의 학습 상태를 진단하고 피드백을 통해 

숙달하지 못한 인지요소를 숙달할 수 있게끔 지도 할 수 있다. 그렇기 

때문에 인지진단평가가 적절하게 활용되기 위해서는 인지요소 프로파일



이 적절하게 추정되는 것이 중요하다. 즉, 추정된 인지요소 프로파일이 

적합하다고 여겨지려면 인지진단평가의 타당성이 보장되어야 한다. 인지

진단평가에서 인지요소 프로파일에 영향을 미칠 수 있는 요소는 Q-행렬

이 올바르게 작성되었는지의 여부, 적합한 인지요소가 설정되었는지의 

여부, 적합한 인지진단모형이 사용되었는지의 여부 등이 있는데, 본 연

구에서는 Q-행렬과 문항에서 요구하는 인지요소가 적합하다고 가정하고 

인지요소 프로파일 추정에 있어 적합한 인지진단모형을 결정할 수 있는

지에 대해 분석했다.

기존에는 인지진단평가를 수행함에 있어 검사수준에서 적합한 모형을 

찾는 것이 주된 연구 내용이었다. 본 연구에서는 검사수준에서 더 나아

가 문항수준에서 적합한 인지진단모형을 찾고 이를 바탕으로 인지진단평

가의 타당성을 높이는데 도움이 되고자 했다. 이에 본 연구의 연구문제

는 다음과 같다.

1. Wald 통계량을 이용하여 문항수준에서 적합한 인지진단모형을 결정할 

수 있는가? 

2. Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법의 정확도에 영향을 

미치는 요인은 무엇인가?

3. 수학 인지진단평가에 적합한 인지진단모형은 무엇인가?

이러한 연구문제를 해결하기 위해 먼저 Wald 통계량을 이용해 문항수

준에서 적합한 인지진단모형을 선택하는 방법을 개발했다. 그리고 모의

실험을 통해 Wald 통계량을 이용하여 문항별로 적합한 인지진단모형을 

선택하는 방법의 정확도에 영향을 미치는 요인들을 분석했다. 모의실험

에서는 생성모형을 다르게 설정하여 응답데이터를 생성하고, 생성된 응

답데이터를 바탕으로 Wald 통계량에 의해 적합하다고 결정된 모형이 생

성모형과 일치하는 비율을 조사했다. 그리고 문항에서 요구하는 인지요

소 개수, 문항의 질 등 인지진단평가를 이루는 요인들을 달리하여 응답



데이터를 생성하고, 각 문항에 대해 생성모형과 Wald 통계량에 의해 적

합하다고 결정된 모형이 일치하는 비율을 조사했다. 이를 통해 Wald 통

계량을 이용한 모형 선택 방법의 정확도에 영향을 미치는 요인들을 분석

해 연구문제 2에 답하고자 했다. 그리고 TIMSS 2007(Martin et al., 2008) 

4학년 학생들의 4번 검사지에 대한 응답 데이터와 윤지영(2016)의 일차

방정식과 일차부등식 진단평가에 대한 중학교 2,3학년 학생들의 응답데

이터 등의 실제 데이터를 분석하여 수학 인지진단평가에서 적합한 인지

진단모형은 무엇인지 알아보았다. Wald 통계량을 바탕으로 각 문항에 적

합하다고 결정된 인지진단모형, 실제 문항의 내용, 문항에서 요구하는 

인지요소 등을 분석하여 Wald 통계량에 의해 결정된 인지진단모형의 의

미를 해석하고 연구문제 3에 답하고자 했다.



제 장 이론적 배경

제 절 인지진단모형

인지진단모형을 기반으로 하는 인지진단평가는 검사에서 각 문항에 대

한 학생의 응답을 바탕으로 문항을 해결하는데 요구되는 인지요소의 숙

달/미숙달 여부를 프로파일 형태로 제공하는 통계 추정 모형이다

(Tatsuoka, 1995). 인지진단모형을 통한 인지요소 숙달 여부 추론은 문항

의 난이도를 고려하여 인지요소 숙달 확률을 추정하는 통계적 기법이다. 

기존 검사이론과 달리 문항이 어려워서 문항을 해결하지 못했다는 이유

만으로 인지요소를 숙달하지 못한 것으로 판정되거나 문항이 쉬워서 문

항을 해결했다는 이유만으로 인지요소를 숙달했다고 판정하지 않으므로 

이는 인지진단모형을 기반으로 한 분석방법이 가지는 장점이라고 볼 수 

있다(김희경 & 김부미, 2013). 인지진단모형을 기반으로 한 평가 결과는 

단순한 능력 추론에 그치는 것이 아니라 검사 이후 학습에 대한 진단적

인 정보 등의 피드백을 제공할 수 있다.

인지진단모형은 문항에 대한 학생의 응답을 토대로 인지요소에 대한 

숙달 여부를 추론하므로, 문항을 해결하기 위해 요구되는 인지요소 간의 

관계가 명확하게 나타나야 한다. 이러한 관계는 Q-행렬을 이용하여 나타

낼 수 있는데, Q-행렬은 문항과 인지요소 간의 관계를 ×행렬(: 문

항의 수, : 인지요소의 수)로 나타낸다(Tatsuoka, 1983). 문항을 해결하

는데 인지요소가 필요하면 , 필요하지 않으면 으로 표시한다. 인지요

소와 문항 간의 관계를 Q-행렬로 표현한 예는 다음 [그림 2-1]과 같다.



[그림 2-1] 문항-인지요소 간 관계와 그에 대응하는 Q-행렬의 예시

인지진단모형을 실제로 적용할 때에는 참인 Q-행렬은 알 수 없으므로, 

실제 데이터를 분석할 때에는 타당한 Q-행렬을 적용해야 한다. Rupp & 

Templin(2008)은 실제 필요한 인지요소보다 부족하게 설정된 Q-행렬을 

사용하면 인지요소에 모두 숙달한 학생들의 정답률이 과 추정되고, 실제 

필요한 인지요소보다 많이 설정된 Q-행렬을 사용하면 인지요소에 모두 

숙달하지 못한 학생들의 정답률이 과 추정된다는 것을 발견했다. 이렇듯 

Q-행렬이 타당하지 않다면, 모수 및 학생의 인지요소 프로파일 추정에 

오류가 생길 수 있기 때문에 타당한 Q-행렬을 사용하는 것이 중요하다. 

이에 따라 Q-행렬의 불확실성에 관한 연구가 상당히 진행되었지만(예: 

de la Torre, 2008; Li & Suen, 2013; Wang & Gierl, 2011), 본 연구에서

는 Q-행렬이 타당하다고 가정하여 연구를 진행했다.

앞서 언급한 바와 같이 현재까지 다양한 인지진단모형이 개발됐으며, 

크게 일반적인 모형과 구체적인 모형으로 구분할 수 있다. 일반적인 모

형의 예로는 G-DINA(generalized DINA model: de la Torre, 2011), 

log-linear CDM(Henson, Templin, & Willse, 2009), GDM(generalized 

diagnostic model: von Davier, 2005) 등이 있고, 구체적인 모형의 예로는 

DINA(deterministic inputs, noisy“and”gate model: Hartel, 1989; Junker 

& Sijitsma, 2001), DINO(deterministic inputs, noisy“or”gate model: 



Templin & Henson, 2006), R-RUM(reduced reparameterized unified 

model: DiBello, Roussos, & Stout, 2007; Hartz, 2002), ACDM(additive 

CDM: de la Torre, 2011)등이 있다.

이렇게 인지진단모형이 다양한 만큼, 모형마다 측정하는 인지요소 간

의 관계를 다양하게 설정하고 있다. 따라서 인지진단모형을 기반으로 인

지진단평가를 수행할 때, 피험자의 인지프로파일을 타당하게 추정하기 

위해서는 검사에 적합한 인지진단모형을 사용해야 한다. 

1. DINA(Deterministic-Input, Noisy“And”gate) 모형

DINA 모형은 비보상적 모형 중 하나로 분류할 수 있는데, 이는 DINA 

모형의 특징을 보면 알 수 있다. DINA 모형은 문항에서 요구하는 인지

요소 모두에 숙달해야만 문항을 맞출 수 있다고 가정하고 있다. 즉, 숙

달한 인지요소 일부가 숙달하지 못한 다른 인지요소를 보상해주지 못한

다고 가정하기 때문에 비보상적인 모형으로 분류된다. DINA 모형에서 

문항 에 대한 문항반응함수(Item Response Function, IRF)는 다음과 같

이 나타낼 수 있다.

                    
    

if 
 ≺ 




 
(2.1)

문항반응함수는 피험자 이 인지요소 벡터 
 를 가질 때, 피험자가 문

항에 옳게 답할 확률을 나타낸다. 문항반응함수에서 
 은 문항 에서 요

구하는 인지요소 벡터 중 피험자 이 가지는 인지요소 벡터, 
는 문항 

에서 요구하는 인지요소의 개수, 는 문항 의 guess 모수, 는 문항 

의 slip 모수를 의미한다. 여기서 
 ≺ 


는 

 가 모두 이 아닌 경우

를 나타내는데, 이는 피험자가 문항에서 요구하는 여러 인지요소 중 하



나라도 숙달하고 있지 않는 경우를 의미한다. 이 경우에 피험자가 문항

에 옳게 답할 확률은 , 추측하여 해결하는 확률이 된다. 반대로 피험자

가 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달하고 있다면, 피험자가 문항

에 옳게 답할 확률은 , 실수하는 경우를 제외한 확률이 된다.

DINA 모형의 문항반응함수는 다음과 같은 형태로도 표현할 수 있다. 

                             


   (2.2)

여기서 는 피험자 가 문항 를 옳게 답하였는지를 나타내는데, 옳

게 답하면 1, 옳게 답하지 않았으면 0으로 나타낼 수 있다. 는 피험자 

의 인지요소 벡터를 나타낸다. 즉, 위의 문항반응함수는 인지요소 벡터 

를 가지는 피험자 가 문항 를 옳게 답할 확률을 나타낸 식이다. 와 

는 각각 문항 의 slip 모수와 guess 모수를 나타낸다. 는 피험자가 

문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달한 상태인지를 나타낸다. 여기

서 는   
  




과 같은 식으로 나타낼 수 있다. 여기서 
는 문항 

에서 요구하는 인지요소의 수를 나타내고, 는 피험자 가 번째 인

지요소를 숙달했으면 1, 숙달하지 않았으면 0의 값을 가진다. 즉, DINA 

모형의 경우 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달한 경우   , 

모두 숙달한 경우가 아닌 경우에는   의 값을 가진다.

문항 에서 요구하는 인지요소가 3개인 경우를 가정해보자. 그러면 3

개의 인지요소에 대해 피험자가 가질 수 있는 인지요소의 조합(
 )은 

(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0,), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)로 총 8가지 

경우다. 첫 번째 형태의 문항반응함수에서 각 인지요소 벡터를 대입했을 

때 얻어지는 함숫값을 살펴보자. 8가지의 인지요소 벡터 중 (1,1,1)을 제

외한 모든 경우에 
 ≺ 이 성립하므로 (1,1,1)을 제외한 나머지 7가지 

경우에는 피험자가 문항에 옳게 답할 확률이 가 된다. 이는 DINA 모형



의 가정대로 피험자가 문항에서 요구하는 인지요소 중 하나라도 숙달하

지 못하면 피험자가 문항에 옳게 답할 확률은 추측하는 확률과 같게 되

는 것을 의미한다. 그리고 피험자의 인지요소 벡터가 (1,1,1)인 경우에는 

피험자가 문항에 옳게 답할 확률은   가 되는데, 이는 피험자가 문항

에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달하였기 때문에 피험자가 문항에 옳

게 답할 확률은 실수하는 경우를 제외한 확률과 같다는 것을 의미한다. 

그리고 두 번째로 제시된 형태의 문항반응함수에서 살펴보면, (1,1,1)인 

경우에는   이므로 피험자가 문항에 옳게 답할 확률은   가 된다. 

그 외의 경우에는   이므로 피험자가 문항에 옳게 답할 확률은 가 

된다. 즉, DINA 모형에서 가정하고 있는 바와 같이 피험자는 문항에서 

요구하는 인지요소 모두를 숙달하고 있어야 문항에 옳게 답할 수 있고, 

그 중 하나라도 숙달하지 못한다면 문항에 옳게 답할 수 없다.

DINA 모형은 어떤 경우에도 각 문항이 두 개의 모수(와 )만 가지

기 때문에 간단한 형태를 보이고 있어 지난 십여 년간 많은 관심을 받아

왔다(Wang et al., 2015). 하지만 문항에서 요구하는 인지 요소 중 하나

만 숙달하지 못하더라도 문항을 맞출 수 없다고 가정하는 것이 지나치게 

제한적이기에 극단적인 모형이라는 비판의 시각도 있다(Henson, 

Templin, & Willse, 2009).

2. DINO(Deterministic-Input, Noisy“Or”gate) 모형

DINO 모형은 보상적 모형 중 하나로 분류할 수 있다. DINO 모형은 문

항에서 요구하는 여러 인지요소 중 하나만 숙달해도 문항을 맞출 수 있

다고 가정하고 있다. 앞선 DINA 모형의 가정과 달리 숙달한 인지요소가 

숙달하지 못한 다른 인지요소를 보상해준다고 가정하고 있기 때문에 

DINO 모형은 보상적 모형으로 분류할 수 있다. DINO 모형의 문항반응함

수는 다음과 같다.



                    
    

if 
  




 
(2.3)

문항반응함수는 피험자 이 인지요소 벡터 
 를 가질 때, 피험자가 문

항 에 옳게 답할 확률을 나타낸다. 문항반응함수에서 
 은 문항 에서 

요구하는 인지요소 벡터 중 피험자 이 가지는 인지요소 벡터, 
는 문

항 에서 요구하는 인지요소의 개수, 는 문항 의 guess 모수, 는 문

항 의 slip 모수를 의미한다. 여기서 
  


는 

 의 원소가 모두 인 

경우를 나타낸다. 즉, 피험자가 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙

달하지 않은 상태라면 문항에 옳게 답할 확률은 , 추측하는 확률이 된

다. 반대로 학생이 문항에서 요구하는 여러 인지요소 중 하나라도 숙달

하고 있다면 문항에 옳게 답할 확률은 , 실수하는 경우를 제외한 

확률이 된다. 

DINO 모형의 문항반응함수는 다음과 같은 형태로도 나타낼 수 있다.

                             


   (2.4)

여기서 는 피험자 가 문항 를 옳게 답하였는지를 나타내는데, 옳

게 답하면 1, 옳게 답하지 않았으면 0으로 나타낼 수 있다. 는 피험자 

의 인지요소 벡터를 나타내고, 위의 문항반응함수는 인지요소 벡터 

를 가지는 피험자 가 문항 를 옳게 답할 확률을 의미한다. 와 는 

각각 문항 의 slip 모수와 guess 모수를 나타낸다. 는 피험자가 문항

에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달한 상태인지를 나타내는데,  

    
  




   과 같이 나타낼 수 있다. 여기서 
는 문항 에서 요

구하는 인지요소의 수를 나타내고, 는 피험자 가 번째 인지요소를 



숙달했으면 1, 숙달하지 않았으면 0의 값을 가진다. DINO 모형의 경우 

문항에서 요구하는 인지요소를 적어도 하나 숙달한 경우에는   , 하

나의 인지요소라도 숙달하지 못한 경우에는   이다.  

마찬가지로 문항 에서 요구하는 인지요소가 3개인 경우를 가정하자. 

그러면 3개의 인지요소에 대해 피험자가 가질 수 있는 인지요소의 조합

(
 )은 (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0,), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)로 총 

8가지 경우다. 첫 번째로 제시된 DINO 모형의 문항반응함수에서 보면, 8

가지의 인지요소 벡터 중 (0,0,0)인 경우만 
  이 성립한다. 즉, 피험

자의 인지요소 벡터가 (0,0,0)인 경우에 피험자가 문항에 옳게 답할 확률

은 가 된다. 이는 피험자가 문항에서 요구하는 인지요소를 전부 숙달

하지 못 한 경우에 피험자가 문항에 옳게 답할 확률을 추측하는 확률과 

같아진다는 것을 의미한다. (0,0,0)을 제외한 나머지 7가지 경우는 피험자

가 문항에서 요구하는 인지요소 중 적어도 하나를 숙달한 경우를 의미하

는데, 이 경우에 피험자가 문항에 옳게 답할 확률은   가 된다. 두 번

째로 제시된 DINO 모형의 문항반응함수에서 보면, (0,0,0)인 경우에만 

  이 되므로 이 경우에 피험자가 문항에 옳게 답할 확률은 가 된

다. 그리고 (0,0,0)을 제외한 나머지 경우에서는   이 되므로 이 경우 

피험자가 문항에 옳게 답할 확률은   가 된다.

문항에 대해 옳게 답할 확률을 나타낼 때, DINA 모형과 DINO 모형은 

인지요소간의 관계를 완전히 다르게 가정하고 있다. 하지만, DINO 모형

도 각 문항이 두 개의 모수(와 )를 가지므로 DINA 모형과 마찬가지

로 간단하지만 극단적인 특징을 지니고 있다. 

3. ACDM(Additive CDM)

ACDM은 앞서 등장한 DINO 모형과 DINA 모형보다는 극단적인 특징이 

약하게 나타난다. ACDM의 문항반응함수는 G-DINA 모형의 문항반응함

수에서 구할 수 있는데, G-DINA 모형은 일반적인 모형으로 ACDM 이후



에 다루고자 한다. ACDM의 문항반응함수는 다음과 같다. 

                         
     

  




 (2.5)

여기서 
 은 문항 에서 요구하는 인지요소 벡터 중 피험자 이 가지

는 인지요소 벡터, 는 문항 의 intercept 값, 는 문항 에서 요구하

는 
개의 인지요소 중 번째 인지요소를 숙달하고 있을 때 번째 인지

요소의 주효과를 의미한다. 그리고 는 
 에서 번째 인지요소가 숙달

되었으면   , 숙달되지 않았으면   의 값을 가진다. 그러면 

ACDM은 각 문항별로 
 개의 모수를 가진다. ACDM의 대표적인 특

징은 문항반응함수의 식에서 알 수 있듯이 문항에 옳게 답할 확률은 문

항에서 요구하는 인지요소를 얼마나 숙달하고 있느냐에 따라 문항을 해

결할 확률이 달라진다는 점이다. 그리고 CDM에서 Additive라는 단어를 

붙여 이름을 붙인 것처럼, ACDM은 문항반응함수에서 인지요소들의 주

효과를 가산적인 관계로 가정하고 있다. 

앞선 DINA 모형과 DINO 모형의 경우와 마찬가지로 문항 에서 요구

하는 인지요소가 3개인 경우의 예를 가정하자. 피험자 이 인지요소를 

하나도 숙달하고 있지 않다면, 즉, 피험자 의 인지요소 벡터가 (0,0,0)인 

경우       이 된다. 그러면 피험자 이 문항에 옳게 답할 확

률은 다음과 같다.

                           
    (2.6)

다음으로 피험자 가 인지요소 3개 중 첫 번째 인지요소만 숙달하고 

있다면, 즉 피험자 의 인지요소 벡터가 (1,0,0)인 경우를 가정하자. 그러

면   ,     이 된다. 그러면 피험자 가 문항 에 옳게 답할 



확률은 다음과 같다.

                           
      (2.7)

다음으로 피험자 가 문항 에서 요구하는 인지요소 중 세 번째 인지

요소만 숙달하고 있다면, 즉 피험자 의 인지요소 벡터가 (0,0,1)인 경우

를 가정하자. 그러면     ,   이 된다. 그러면 피험자 가 문

항 에 옳게 답할 확률은 다음과 같다.

                          
      (2.8)

마지막으로 피험자 가 문항 에서 요구하는 인지요수 중 첫 번째와 

세 번째 인지요소만 숙달하고 있다고 가정하자. 그러면 피험자 의 인지

요소 벡터는 (1,0,1)로 나타낼 수 있고, 
 

 , 
 이 된다. 그

러면 피험자 가 문항 에 옳게 답할 확률은 다음과 같다.

                         
        (2.9)

위의 4가지 예에서도 알 수 있듯이, ACDM은 문항에서 요구하는 인지요소 

중 피험자가 얼마나 숙달하고 있느냐에 따라 피험자가 문항에 옳게 답할 확

률이 달라진다. ACDM은 피험자가 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달

하고 있어야 문항에 옳게 답할 수 있다고 가정하는 DINA 모형과 문항에서 

요구하는 인지요소 중 하나만 숙달하고 있더라도 문항에 옳게 답할 수 있다

고 가정하는 DINO 모형보다는 많은 모수를 가지고 있고, 모형 자체의 가정이 

DINA 모형과 DINO 모형 보다는 극단적인 성격이 약하다. 



4. G-DINA(Generalized DINA) 모형

G-DINA 모형은 앞서 언급된 구체적인 인지진단모형(DINA 모형, DINO 

모형, ACDM)과는 달리 일반적인 인지진단모형이다. G-DINA 모형은 

DINA 모형을 일반화한 모형으로, 피험자가 문항 에 옳게 답할 확률을 

문항 에서 요구하는 인지요소의 주효과와 인지요소 간의 상호작용 효과

로 표현하고 있다. G-DINA 모형의 문항반응함수는 다음과 같이 나타낼 

수 있다.

   
     

  




  
′    





  


 

′  ′ ⋯   ⋯ 

  




 (2.10)

문항반응함수는 피험자 이 인지요소 벡터 
 를 가질 때, 피험자가 문

항에 옳게 답할 확률을 나타낸다. 문항반응함수에서 
 은 피험자 의 인

지요소벡터 중에서 문항 에서 요구하는 인지요소로만 이루어진 축약 

인지요소 벡터, 
는 문항에서 요구하는 인지요소의 수, 은 intercept 

값, 는 인지요소 에 의한 주효과, ′은 두 인지요소 와 ′의 

상호작용 효과, ′′′는 세 인지요소 , ′, ′′의 상호작용 효과, ⋯ 

 ⋯ 
는 

개의 인지요소 ⋯
의 상호작용 효과를 나타낸다. 

G-DINA 모형은 문항 에 대해 




개의 모수를 가지고 인지요소 프로파

일 추정 과정에 있어 이 모수들을 추정해야 하므로, 계산에 상당히 많은 

시간이 필요하다. G-DINA 모형이 가지는 가장 큰 특징 중 하나는 

G-DINA 모형의 문항반응함수에서 모수를 조정하면 구체적인 인지진단모

형을 얻을 수 있다는 점이다. 

우선 G-DINA 모형의 문항반응함수에서 와 모든 인지요소의 상호작

용 효과  ⋯ 
를 제외한 모든 모수를 으로 설정하면 DINA 모형의 문

항반응함수를 얻을 수 있다.



                       
      ⋯ 


  




 (2.11)

피험자가 문항 에서 요구하는 
개의 인지요소 모두를 숙달했다면

(  ,   ⋯
), 피험자가 문항 를 해결할 확률은  

 ⋯ 
가 

되고, 문항 에서 요구하는 
개의 인지요소 중 하나라도 숙달하지 못

했다면(  인 ∈⋯
가 적어도 하나 존재), 

  




   이므로, 

피험자가 문항 를 해결할 확률은 가 된다. 즉, G-DINA 모형의 문항

반응함수가 DINA 모형의 문항반응함수와 같아진 것을 알 수 있다. 

다음으로, G-DINA 모형의 문항반응함수에서 인지요소에 의한 주효과

()와 인지요소 간의 상호작용에 의한 효과의 절댓값이 모두 동일하다

고 가정하고, 모수를 다음과 같이 설정하면 DINO 모형의 문항반응함수

를 얻을 수 있다.

                      ′′′  ⋯   


 
 ⋯ 

 (2.12)

여기서   ⋯
 , ′  ⋯

 , ′′  ′ ⋯ 
다.

DINO 모형의 경우에는 DINA 모형처럼 하나의 식으로 정리되지는 않

는다. 주어진 조건에 의해 문항반응함수의 함숫값이 어떻게 나타나는지

를 살펴보면 DINO 모형의 문항반응함수와 동일한 것을 알 수 있다. 

DINO 모형은 문항 가 요구하는 인지요소 모두에 숙달하고 있는 경우와 

일부만 숙달하고 있는 경우에 문항반응함수의 함숫값이 같다. 예를 들

어, 문항 에 옳게 답하는데 필요한 인지요소가 개(  )라고 하

자. 이때, 만 숙달하고 있다면, 인지요소 벡터의 원소는 




  

  
 과 같고, 문항반응함수의 결과는 다음과 같다.

                       
     

 
 

(2.13)

이때, 위의 주어진 DINO 모형의 모수 설정에 의하면, 
     

가 

된다.

그렇다면, 이번에는 인지요소 모두에 숙달하고 있다고 하자. 그러면 인

지요소 벡터의 각 원소는 
  

  
 이 되고, 문항반응함수

의 결과는 다음과 같다.

          ′     
 

 
 

 
 

 
(2.14)

마찬가지로, DINO 모형의 모수 설정에 의하면 ′     
가 된다. 

앞서 G-DINA 모형의 문항반응함수에서 DINO 모형의 문항반응함수를 구

할 때, 인지요소에 의한 주효과는 동일하다고 했으므로, 인지요소를 2개

만 숙달한 경우와 인지요소 모두에 숙달한 경우의 문항반응함수의 값은 

동일함을 알 수 있다.

다음으로, G-DINA 모형의 문항반응함수에서 상호작용 효과들을 모두 

으로 제한하면 intercept 값과 인지요소의 주효과만 남게 되는데 이는 

ACDM의 문항반응함수와 동일한 것을 알 수 있다.

                         
     

  




 (2.15)

G-DINA 모형의 문항반응함수와 DINA 모형, DINO 모형, ACDM의 문항

반응함수의 관계를 정리하면 [그림 2-2]와 같이 나타낼 수 있다.



[그림 2-2] G-DINA 모형의 IRF와 DINA 모형, DINO 모형, ACDM의 IRF의 관계

문항에서 요구하는 인지요소가 3개인 경우에 앞서 언급한 세 구체적인 

인지진단모형(DINA 모형, DINO 모형, ACDM)과 G-DINA 모형의 문항반

응함수의 함숫값을 비교하면 다음 [표 2-1]과 같이 정리할 수 있다.

인지요소
벡터

DINA 모형 DINO 모형 ACDM G-DINA 모형

(0,0,0)    

(1,0,0)          

(0,1,0)          

(0,0,1)          

(1,1,0)                

(1,0,1)                

(0,1,1)                

(1,1,1)      

  

   

      

       

[표 2-1] 
  일 때 구체적인 모형과 G-DINA 모형의 문항반응함수 비교

DINA 모형, DINO 모형, ACDM의 문항반응함수의 함숫값을 비교하면 ACDM



의 intercept 값()은 결국 DINA 모형과 DINO 모형의 guess 모수()와 같은 

것을 알 수 있다. 그리고 문항에서 요구하는 인지요소가 3개인 경우 ACDM이 

가지는 모수가 4개이므로 단 2개의 모수(, )를 가지는 DINA 모형과 DINO 

모형보다 ACDM이 더 복잡한 구조를 가지는 것을 알 수 있고, ACDM의 구조

는 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 증가할수록 더 복잡해질 것이다.

문항에서 요구하는 인지요소가 3개일 때, G-DINA 모형은   개의 

모수를 갖는다. 단순히 모수의 개수로만 비교해도 DINA 모형, DINO 모

형보다는 4배, ACDM 보다는 2배의 모수를 갖는다. 그리고 G-DINA 모형

은 인지요소와 그 상호작용 모두를 고려하고 있기 때문에 구체적인 모형

과 비교했을 때 더 복잡하다. 인지진단평가에서 G-DINA 모형을 사용하

면 추정하는 모수가 많아 모형이 복잡한 형태를 보이더라도 정확한 추정

을 할 수 있다. 하지만 인지요소의 수(
)가 증가하면 G-DINA 모형이 

가지는 모수가 기하급수적으로 증가하기 때문에 많은 표본이 필요하고 

소모되는 시간이 많아진다. 반면, 구체적인 모형(DINA 모형, DINO 모형, 

ACDM)은 일반적인 인지진단모형에 특정한 가정을 더하여 간단한 형태

를 나타내고 결과 해석에는 용이하다(de la Torre & Lee, 2013).

제 절 모형의 모수 추정

1. 주변최대우도추정(Marginalized Maximum Likelihood Estimation, MMLE)

Neyman & Scott(1948)에 따르면, 문항반응함수 등을 구성하고 있는 구

조적인 모수와 인지프로파일 등을 나타내는 부수적인 모수의 결합 최대

화를 통해 추정값을 구하면, 일관되지 않은 추정값을 얻을 가능성이 있

다. 그러므로    과 같은 조건부우도대신 주변 우도를 사용해야 한

다(de la Torre, 2009b). 여기에도 마찬가지로 EM(Expectation 

Maximization) 알고리즘을 적용하여 추정값을 구할 수 있는데, 이를 주변

최대우도추정(Marginalized Maximum Likelihood Estimation, MMLE) 방법



이라고 부를 수 있다.

주변최대우도추정 방법을 사용하기 위해서는 앞서 언급한 주변우도가 

정의되어야 한다. 주변우도  는 다음과 같이 정의할 수 있다.

                    
  



  
  




  



     (2.16)

G-DINA 모형의 모수를 주변최대우도추정 방법을 통해 추정하기 위해

서는 응답 데이터의 로그-주변우도를 고려해야 한다. 로그-주변우도 

 는 다음과 같다. 

                   log    log





  




  



    



 (2.17)

여기서    는 인지요소 가 주어졌을 때 피험자 의 응답에 대

한 우도로 
  



  
   

  로 나타낼 수 있다. G-DINA 모형에

서는 문항 에서 요구하는 인지요소로만 이루어진 축약 인지요소벡터 


 가 사용되므로 

 를 사용해야 한다. 이렇게 축약 인지요소벡터를 

사용하면 문항 를 위해 추정해야 하는 모수는 




개로 줄어든다.

이제 
 에 대해  를 미분한 다음, 미분한 값이 이 되게 하는 


 를 구하면 추정값 

 를 구할 수 있다.

                                
   






(2.18)

여기서 
  

  




  는 인지프로파일 

 를 가질 것으로 예상하는 



피험자의 수를 의미하고, 
  

  




  는 인지프로파일 

 를 갖는 

피험자 중 문항에 올바르게 응답할 피험자의 수를 의미한다. 여기서 


  는 피험자가 인지프로파일 

 를 가질 사후확률을 의미한다.

이제 로그-주변우도( )의 
 와 ′

 에 대한 이계도함수는 다

음과 같다.

          ∂
 ∂′

 

∂ 
 

  

 


  ∂

 

∂
∂′

 

∂ 


 (2.19)

이를 간단하게 나타내면 다음과 같다.

    
  

 








  


   
 

  
  















′

  
′

   ′
 

  ′
  







(2.20)

위에서 구한  
 와 관찰된 를 이용하면 문항 의 모수에 대한 근

사 정보 행렬 


을 구할 수 있다. 여기서 

  
 를 의미한다. 

근사 정보 행렬의 역행렬   


의 번째 대각 원소는  

 의 표준 

오차 추정치(  
 )다. 

2. G-DINA 모형의 설계 행렬

설계 행렬 는 G-DINA 모형의 모수 추정( 
 )을 그 구성요소(, 

′⋯ ⋯ 
)로 변환하는데 중요한 역할을 하고 있다. 설계 행렬의 

크기는 




× 로 여기서 는 관심을 두고 있는 모형이 가지는 모수의 

수를 나타낸다. 이제 문항 에서 요구하는 인지요소의 가능한 모든 조합



을 나타내는 




× 
행렬   을 정의하자.

                           









   ⋯  
   ⋯  
   ⋯  
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
   ⋯  
   ⋯  
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
   ⋯  

(2.21)

일반적인 모형의 설계 행렬 
 의 번째 행은 의 번째 행으로부터 

얻을 수 있다. 첫 번째 원소는 , 그 다음 원소는 (  ⋯
), 다

음 원소는  × ′(  ⋯
 , ′   ⋯

)가 되고, 그러면 마

지막 원소는 
  




가 된다. 예를 들어 
  인 경우에 일반적인 모형의 

설계 행렬 
 는 다음과 같다.

                          
  









       
       
       
       
       
       
       
       

(2.22)

이제 의 각 행에 대하여 문항반응함수의 함숫값, 즉 문항을 해결할 

확률 
 로 이루어진 




 길이의 벡터   
 를 정의하자. 이제 

가 주어졌을 때,     ⋯
⋯ ⋯ 


′의 추정치를 구

하려면, 최소 제곱 추정을 이용해 구할 수 있다.

                         
 ′


 

 


 ′ (2.23)



3. 구체적인 모형의 설계 행렬

앞서 살펴 본 설계 행렬은 G-DINA 모형의 모수 추정(
 )을 G-DINA 

모형의 구성요소들로 변환하는데 사용되었다. 이제 이 설계 행렬을 적절히 

사용하면, G-DINA 모형의 모수 추정을 각 구체적인 모형들의 모수들로 변환

할 수 있다.   을 구체적인 모형 에 대한 설계 행렬이라고 하자. 그러면, 

DINA 모형의 설계 행렬은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

                           
 






×  










 
 
⋮ ⋮
 
 

(2.24)

위 설계 행렬은 가능한 




 가지 경우의 인지요소 벡터 중 모든 인지요소를 

숙달한 경우 ⋯를 제외한 ⋯부터 ⋯, ⋯ , ⋯

까지는 모두 같게 만들어주는 역할을 한다. 

다음으로, DINO 모형의 설계 행렬은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

                           
 






×  










 
 
⋮ ⋮
 
 

(2.25)

위 설계 행렬은 가능한 




 가지 경우의 인지요소 벡터 중 인지요소를 하나

도 숙달하지 못한 경우 ⋯를 제외한 ⋯부터 ⋯, ⋯ , 

⋯까지는 모두 같게 만들어주는 역할을 한다.

마지막으로, ACDM의 설계 행렬은 G-DINA 모형의 설계 행렬 
  중 첫 


 개의 열로 이루어진 행렬과 같다. 예를 들어, 

  인 경우, ACDM의 



설계 행렬은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

                            
  









   
   
   
   
   
   
   
   

(2.26)

위 설계 행렬은 첫 행은 인지요소 벡터가 인 경우, 2~4번째 행은 3개

의 인지요소 중 1개의 인지요소만 숙달한 경우(, , ), 5~7

번째 행은 3개의 인지요소 중 2개의 인지요소만 숙달한 경우(, , 

), 마지막 8번째 행은 3개의 인지요소 모두를 숙달한 경우()를 

나타낸다.

 우리는 문항에서 요구하는 인지요소의 개수에 따라 




가지의 인지요소 

벡터를 만들 수 있고, 이에 속하는 피험자들을 묶어 잠재 집단으로 분류할 

수 있다. 그런데 이 집단들이 균등분포를 따르는 것이 아니라면, 모수를 추정

함에 있어 집단 간의 상대적인 크기를 고려해야한다. 그래서 
 에 가중치

를 주어야 하는데, 이 가중치의 역할을 할 수 있는 것이 바로 
다. 여기서 


는 식 2.18에서와 마찬가지로 인지요소 벡터 

 를 가질 것으로 예상되는 

피험자의 수를 의미한다. 
를 이용하여 가중치의 역할을 할 수 있는 대각 

행렬 는 다음과 같이 정의할 수 있다.

                             




× 





 

 (2.27)

이제 앞서 살펴본 G-DINA 모형의 경우와 마찬가지로, 구체적인 모형의 설

계행렬과 가중치 행렬을 이용하여 최소제곱추정을 통해 구체적인 모형의 모

수 추정 를 구할 수 있다.



                       
 ′

 
  

 ′


  (2.28)

제 절 검사

인지진단평가를 수행함에 있어 적합한 모형을 선택하는 과정은 모형과 

데이터 간의 적합도 검사를 포함한다. 그렇다면 모형과 데이터 간의 적

합도를 측정하는 통계량이 필요하다. 지금까지 모형-데이터 적합도에 관

한 연구가 많이 진행되었지만, 이는 대부분이 검사수준의 적합도(예: 

Chen, de la Torre, & Zhang, 2013)에 대한 연구였다. 문항수준 모형적합

도를 측정하는 검사 및 그 통계량은 최근 들어서야 제시되기 시작하였는

데, 그 중 하나가 de la Torre(2011)가 제시한 Wald 검사다.

Wald 검사를 통해 계산되는 Wald 통계량()는 상대 적합도 통계량의 

하나로 인지진단모형 간의 비교를 통해 적합도를 판단한다. Wald 통계량

을 통한 적합도 비교의 기본 개념은 사고 절약의 원리를 바탕으로 하고 

있다. 사고 절약의 원리는 14세기 영국의 논리학자 오컴의 이름을 따 오

컴의 면도날이라고도 불리는데, 그가 제시한 원리는 다음과 같은 형태로 

실험 과학 방법론에서 언급되었다:  데이터에 대한 두 설명 중, 모든 조

건이 동일하다면 간단한 설명을 선택해야한다(Blumer et al., 1987). 즉, 

Wald 통계량을 바탕으로 한 모형 선택은 인지요소와 Q-행렬이 참이라고 

가정할 때 여러 인지진단모형이 데이터에 동등하게 들어맞는다면 그중에

서 간단한 모형을 적합한 인지진단모형으로 선택하는 방법이다(Sorrel et 

al., 2017a). 

Wald 검사는 우도 비(likelihood ratio) 검사 등과 같이 문항반응이론 분

야에서 연구되던 통계량들이 인지진단모형 분야로 확장되는 것과 다르게 

인지진단모형 연구에서 처음으로 제시되었다. Wald 검사의 기본적인 개

념은 구체적인 모형이 일반적인 모형 대신에 사용될 수 있는지를 통계적

으로 비교한다. 즉, 관찰된 데이터에 대한 구체적인 모형과 일반적인 모



형의 적합도가 통계적으로 비교된다. Wald 통계량은 다음과 같이 구할 

수 있다.

          × 
′ ×    × 

′ 
 

 ×  (2.29)

위의 식에서 는 문항와 구체적인 모형 에 대한 
  × 

 행렬

을 나타내고 이때 는 구체적인 모형이 가지는 모수의 수를 나타낸다. 

예를 들어 문항에서 요구하는 인지요소가 3개일 때(  ), DINA 모형, 

DINO 모형,  ACDM의 행렬은 각각 다음과 같다.

                 × 
 









        
        
        
        
        
        

(2.30)

                 × 
 









        
        
        
        
        
        

(2.31)

               × 
 









         
         
         

           

(2.32)

DINA 모형의 경우  × 
 행렬은 과 을 제외한 다른 모수( , 

 ,  ,  ,  ,  . )를 모두 으로 만들어주고, DINO 모형의 경우 

 × 
  행렬은             의 역할을 하고, 

ACDM의 경우  × 
  행렬은 상호작용 효과 를 모두 으로 

만드는 역할을 한다.   
 는 의 각 행에 대하여 문항반응함수

의 함숫값, 즉 문항을 해결할 확률 
 로 이루어진 




길이의 벡터를 



나타낸다. 여기서 는 앞서 언급했듯이 문항에서 요구되는 인지요소들

의 가능한 모든 조합을 나타내는 




× 
행렬이다. 다음으로 

  
 ′


 

 


 ′
는 G-DINA 모형의 모수 

    ⋯ 
  ⋯  ⋯ 


′의 최소제곱추정을 나타내고, 여기서 


 는 문항에 대한 설계행렬이다. 마지막으로  는 다음과 같

이 근사될 수 있다. 여기서 ∇는 의 gradient,  는 의 

정보행렬의 역행렬에  을 곱한 값을 나타낸다.

                    ≈ ∇
′ ∇ (2.33)

Wald 통계량은 귀무가설 하에서 점근적으로 자유도 




인 분포

를 따른다. Wald 검사는 각 문항에 대해 구체적인 모형별로 Wald 통계

량을 계산하고, 유의확률을 통해 구체적인 인지진단 모형이 일반적인 인

지진단 모형 대신 사용될 수 있는지를 판단할 수 있게 한다. Wald 통계

량을 이용해 문항에 적합한 인지진단모형을 결정하는 방법이 가지는 가

장 큰 장점은 G-DINA 모형과 같은 일반적인 모형의 모수 추정을 통해 

구체적인 모형의 모수 추정을 구할 수 있기 때문에 구체적인 모형의 모

수 추정을 구하기 위한 계산과정이 따로 필요하지 않는다는 점이다

(Sorrel et al. 2017b). 그리고 Wald 검사는 로그우도 비(log-likelihood 

ratio) 검사와 같이 검사수준에서 모형적합도를 분석하는 기존 모형적합

도 분석과는 달리, 문항수준에서 모형적합도를 분석할 수 있다는 특징을 

갖는다.



제 장 연구방법

제 절 연구대상

본 연구는 모의실험과 실제 데이터 연구를 모두 수행하였다. 모의실험

을 통해 응답데이터를 생성할 때 가정한 생성모형과 Wald 통계량에 의

해 각 문항에 적합하다고 결정된 인지진단모형 간의 일치율을 조사하였

다. 그리고 이를 바탕으로 Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택의 

정확도에 대해 탐구하고, Q-행렬의 구조, 문항에서 요구하는 인지요소의 

개수, 문항의 질 등의 요인을 변화시키며 생성모형과 Wald 통계량을 이

용해 결정된 인지진단모형의 비율을 조사했다. 그리고 이를 바탕으로 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법의 정확도에 영향을 미치는 요인

은 무엇인지 분석하고자 했다. 실제 데이터에 적용하기 위해 TIMSS 

2007(Martin, Mullis, Foy, & Olson, 2008)의 초등학교 4학년 대상 검사지 

4번에 대한 응답데이터와 윤지영(2016)의 일차방정식과 일차부등식 진단

평가에 대한 중학교 2,3학년 학생들의 응답데이터 등 실제 데이터에 

Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법을 적용하고 각 문항에 

적합한 인지진단모형은 무엇인지 분석했다. 그리고 Wald 통계량을 이용

해 결정한 인지진단모형과 실제 문항, 문항에서 요구하는 인지요소 등을 

분석하여 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법을 수행한 결과를 해석

했다.

모의실험에서는 다음과 같은 4가지 요인, 문항에서 요구하는 인지요소

의 수, Q-행렬의 구조, 문항의 질, 단일모형 기반 검사/혼합모형 기반 검

사 여부 등을 달리하여 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법의 정확도

에 영향을 미치는 요인을 파악하고자 했다. 각 모의실험에서는 가상의 

피험자 1,000명에게 검사지가 주어진다고 가정하여 응답 데이터를 산출

했다. 모의실험 1-1, 모의실험 1-2, 모의실험 1-3, 모의실험 2-1, 모의실



험 2-2, 모의실험 2-3, 모의실험 3-1, 모의실험 3-2, 모의실험 3-3에서 

가정한 검사지는 생성모형을 DINA 모형, DINO 모형, ACDM 순서대로 가

정하여 같은 문항군이 세 번 반복되는 혼합모형 기반 검사로 가정하였

다. 즉, 한 검사지는 DINA 모형을 생성모형으로 가정하는 문항군, DINO 

모형을 생성모형으로 가정하는 문항군, ACDM을 생성모형으로 가정하는 

문항군으로 이루어져 있다. 반면 모의실험 4-1에서는 생성모형을 DINA 

모형으로 가정한 검사지, 모의실험 4-2에서는 생성모형을 DINO 모형으

로 가정한 검사지, 모의실험 4-3에서는 생성모형을 ACDM으로 가정한 

검사지와 같이 단일모형 기반 검사를 가정하여 응답데이터를 산출하여 

모의실험을 수행했다. 모의실험 설계에 대한 더 자세한 설명은 다음 절 

연구절차에서 다루기로 한다.

실제 데이터 연구에서 사용한 실제 데이터는 TIMSS 2007(Martin, 

Mullis, Foy, & Olson, 2008) 데이터와 윤지영(2016)의 데이터다. 우선, 

TIMSS는 Trends in International Mathematics and Science Study의 약자

로 수학과 과학 두 과목의 성취도를 검사할 수 있는 검사지와 설문지로 

이루어져 있다. 이 연구에서는 수학 성취도 검사지에 대한 응답 데이터

만 사용한다. TIMSS 2007 수학 성취도 평가는 4학년과 8학년(우리나라의 

중학교 2학년) 학생을 대상으로 하는데, 이 연구에서는 4학년 학생들의 

4번 검사지에 대한 응답 데이터를 사용했다. 4번 검사지를 사용한 이유

는 TIMSS 2007을 연구한 Lee, Park, & Taylan(2011)의 연구에서 기인하

는데, 4번 검사지는 총 25개의 문항으로 이루어져 있으며 맞으면 1, 틀

리면 0으로 기록되는 이분 문항의 비중이 가장 높다. 25개의 문항 중 문

항 ID M041275와 M031247은 다분 문항으로 문항 점수가 2점, 1점, 0점

으로 나뉜다. 하지만 Lee, et al.(2011)의 연구에서는 2점을 획득한 경우

는 1점으로, 1점과 0점을 획득한 경우는 0점으로 바꾸어 연구를 진행했

다.

이 연구 US 표본과 두 벤치마크 주인 Minnesota주와 Massachusetts주

의 응답 데이터를 사용했다. 피험자는 US 표본을 구성하는 255개 학교의 



564명의 피험자, Minnesota주 48개 학교의 132명의 피험자, 그리고 

Massachusetts주 47개 학교의 127명의 피험자로 총 823명의 피험자의 응

답데이터를 사용했다.

다음으로 사용한 윤지영(2016)의 데이터는 일차방정식과 일차부등식 

진단평가에 대한 응답데이터를 사용했다. 윤지영(2016)의 연구에서는 일

차방정식과 일차부등식의 학습이 중학교 1,2학년에 걸쳐서 일어나기 때

문에 해당 내용의 숙달 양상을 알아보기 위해 중학교 2,3학년 학생들을 

피험자로 선정하여 검사를 실시했다. 본 연구에서는 피험자들의 개인정

보는 삭제된 응답데이터만을 사용했다. 즉, 검사지에 대한 피험자들의 

응답데이터를 바탕으로 각 문항에 대해 Wald 통계량을 계산하여 이를 

이용해 적합한 인지진단모형은 무엇인지 분석했고, 윤지영(2016)이 설정

한 인지요소를 바탕으로 그 의미를 알아보았다.

제 절 연구절차

1. 모의실험 설계

연구의 목적이 Wald 통계량을 이용하여 문항수준에서 적합한 인지진

단모형을 결정할 수 있는지 알아보는 것이므로, 생성모형을 이용해 응답

데이터를 산출하고 각 생성모형에 대해 Wald 통계량에 의한 모형 선택 

비율을 조사했다. 그리고 각 생성모형에 대해 Wald 통계량에 의한 모형 

선택 비율에 영향을 미치는 요인들을 알아보기 위해 다양한 조건에서 모

의실험을 수행했다. 각 문항이 요구하는 인지요소의 개수, Q-행렬의 구

조, 문항의 질, 단일모형 기반 검사/혼합모형 기반 검사 여부 등을 모의

실험 요인으로 설정하였다. 각 문항이 요구하는 인지요소의 개수가 2개

인 경우와 3개인 경우를 설정했고, 검사 전체에서 요구하는 인지요소의 

개수가 많지 않고 각 문항이 요구하는 인지요소의 개수가 단순해 비교적 

간단한 Q-행렬과 검사전체에서 요구하는 인지요소의 개수가 많고, 각 문



항이 요구하는 인지요소의 개수가 다양해 복잡한 Q-행렬이 사용되는 경

우를 설정했다. 문항의 질은 guess 모수와 slip 모수의 값을 달리하여 설

정했다. guess 모수와 slip 모수의 값이 크면, 인지요소를 숙달하지 않았

는데도 문항에 옳게 답할 확률이 커지고, 인지요소를 숙달하였는데도 문

항에 옳게 답할 확률이 낮아진다. 즉, guess 모수와 slip 모수의 값이 크

면 문항의 질이 낮아지고, 그 값이 작으면 문항의 질이 높아진다고 할 

수 있다. 마지막으로 검사지 전체에 세 가지 인지진단모형을 섞어서 응

답데이터를 산출한 경우와, 각 인지진단모형을 따로 분리하여 응답데이

터를 산출한 경우를 설정했다. 그리고 모의실험에서 조작한 요인들이 변

화함에 따라 각 생성모형에 대해 Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 

선택 비율을 조사했다. 

1.1 간단한 Q-행렬, 문항 당 요구하는 인지요소 2개인 경우

우선, 모의실험 1-1, 모의실험 1-2, 모의실험 1-3에서는 간단한 구조의 

Q-행렬을 사용했는데, 검사지 전체에서 요구하는 인지요소는 총 5개로 

제한하고, 각 문항이 요구하는 인지요소의 개수는 모두 2개로 동일하게 

가정하여 Q-행렬을 구성했다. 그 다음 문항의 질이 미치는 영향을 알아

보기 위해 모의실험 1-1, 모의실험 1-2, 모의실험 1-3의 문항의 질을 각

각 상, 중, 하로 가정했다. 문항의 질이 상인 경우는 guess 모수와 slip 

모수를 각각 0.05로, 문항의 질이 중인 경우는 guess 모수와 slip 모수를 

각각 0.1로, 문항의 질이 하인 경우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.2

로 설정했다. 모의실험 1-1, 모의실험 1-2, 모의실험 1-3에서 가정한 검

사지는 혼합모형 기반검사로, 생성모형을 달리하여 총 90문항으로 검사

지를 구성했다. 1~30번은 DINA 모형, 31~60번은 DINO 모형, 61~90번은 

ACDM을 생성모형으로 하여 응답데이터를 산출했다. 각 실험은 1,000명

의 응답데이터를 산출하여 문항별 Wald 통계량을 계산하고 문항별로 적

합한 인지진단모형을 결정했다. 총 1,000번의 실험을 반복하여  각 생성

모형별로 Wlad 통계량에 의한 모형 선택 비율을 조사했다. 모의실험 



1-1, 모의실험 1-2, 모의실험 1-3에서 사용한 Q-행렬은 [표 3-1]과 같다.

Item ATTR1 ATTR2 ATTR3 ATTR4 ATTR5 생성모형

1 1 1 0 0 0

DINA 모형

2 0 1 1 0 0

3 0 0 1 1 0

4 0 0 0 1 1

5 1 0 1 0 0

6 1 0 0 1 0

7 1 0 0 0 1

8 0 1 0 1 0

9 0 1 0 0 1

10 0 0 1 0 1

11 1 1 0 0 0

12 0 1 1 0 0

13 0 0 1 1 0

14 0 0 0 1 1

15 1 0 1 0 0

16 1 0 0 1 0

17 1 0 0 0 1

18 0 1 0 1 0

19 0 1 0 0 1

20 0 0 1 0 1

21 1 1 0 0 0

22 0 1 1 0 0

23 0 0 1 1 0

24 0 0 0 1 1

25 1 0 1 0 0

26 1 0 0 1 0

27 1 0 0 0 1

28 0 1 0 1 0

29 0 1 0 0 1

30 0 0 1 0 1

31 1 1 0 0 0

DINO 모형

32 0 1 1 0 0

33 0 0 1 1 0

⋮
58 0 1 0 1 0

59 0 1 0 0 1

60 0 0 1 0 1

61 1 1 0 0 0

ACDM

62 0 1 1 0 0

63 0 0 1 1 0

⋮
88 0 1 0 1 0

89 0 1 0 0 1

90 0 0 1 0 1

[표 3-1] 전체 인지요소 5개, 문항에서 요구하는 인지요소 2개인 Q-행렬



1.2 간단한 Q-행렬, 문항 당 요구하는 인지요소 3개인 경우

다음으로, 모의실험 2-1, 모의실험 2-2, 모의실험 2-3에서는 앞선 세 

모의실험과 마찬가지로 간단한 구조의 Q-행렬을 사용하여, 검사지에서 

요구하는 전체 인지요소의 개수는 5개로 제한했다. 그리고 각 문항이 요

구하는 인지요소의 개수는 모두 3개로 가정하여 Q-행렬을 구성했다. 마

찬가지로 문항의 질이 미치는 영향을 알아보기 위해 모의실험 2-1, 모의

실험 2-2, 모의실험 2-3의 문항의 질을 각각 상, 중, 하로 가정했다. 문

항의 질이 상인 경우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.05로, 문항의 질

이 중인 경우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.1로, 문항의 질이 하인 

경우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.2로 설정했다. 모의실험 2-1, 모

의실험 2-2, 모의실험 2-3도 혼합모형 기반 검사로 생성모형을 달리하여 

총 90문항으로 검사지를 구성했다. 1~30번은 DINA 모형, 31~60번은 

DINO 모형, 61~90번은 ACDM을 생성모형으로 하여 응답데이터를 산출했

다. 각 실험은 1,000명의 응답데이터를 산출하여 문항별 Wald 통계량을 

계산하고 문항별로 적합한 인지진단모형을 결정했다. 총 1,000번의 실험

을 반복하여 각 생성모형별로 Wlad 통계량에 의한 모형 선택 비율을 조

사했다. 모의실험 2-1, 모의실험 2-2, 모의실험 2-3에서 사용한 Q-행렬은 

[표 3-2]와 같다.



Item ATTR1 ATTR2 ATTR3 ATTR4 ATTR5 생성모형

1 1 1 1 0 0

DINA 모형

2 1 1 0 1 0

3 1 1 0 0 1

4 1 0 1 1 0

5 1 0 1 0 1

6 1 0 0 1 1

7 0 1 1 1 0

8 0 1 1 0 1

9 0 1 0 1 1

10 0 0 1 1 1

11 1 1 1 0 0

12 1 1 0 1 0

13 1 1 0 0 1

14 1 0 1 1 0

15 1 0 1 0 1

16 1 0 0 1 1

17 0 1 1 1 0

18 0 1 1 0 1

19 0 1 0 1 1

20 0 0 1 1 1

21 1 1 1 0 0

22 1 1 0 1 0

23 1 1 0 0 1

24 1 0 1 1 0

25 1 0 1 0 1

26 1 0 0 1 1

27 0 1 1 1 0

28 0 1 1 0 1

29 0 1 0 1 1

30 0 0 1 1 1

31 1 1 1 0 0

DINO 모형

32 1 1 0 1 0

33 1 1 0 0 1

⋮
58 0 1 1 0 1

59 0 1 0 1 1

60 0 0 1 1 1

61 1 1 1 0 0

ACDM

62 1 1 0 1 0

63 1 1 0 0 1

⋮
88 0 1 1 0 1

89 0 1 0 1 1

90 0 0 1 1 1

[표 3-2] 전체 인지요소 5개, 문항에서 요구하는 인지요소 3개인 Q-행렬



1.3 복잡한 구조의 Q-행렬

앞서 살펴본 총 6개의 모의실험에서는 간단한 구조의 Q-행렬을 사용

했다. 하지만 실제 인지진단평가를 수행할 때 사용되는 Q-행렬은 복잡한 

구조의 Q-행렬이 사용되는 경우가 빈번하다. 그래서 모의실험 3-1, 모의

실험 3-2, 모의실험 3-3에서는 TIMSS 2007(Martin et al., 2008) 데이터를 

연구한 Lee, et al.(2011)의 연구에서 사용된 4학년 4번 검사지의 Q-행렬

을 사용했다. Lee et al.(2011)의 Q-행렬은 검사에서 요구하는 전체 인지

요소는 15개이고, 각 문항이 요구하는 인지요소가 최소 1개에서 최대 6

개로 다양하게 이루어져 있어 검사지에서 요구하는 전체 인지요소 5개 

중 각 문항이 요구하는 인지요소가 2개 또는 3개로 제한했던 앞선 모의

실험들보다는 더 복잡한 구조를 갖는다. TIMSS 2007(Martin et al., 2008) 

4학년 4번 검사지는 총 25개의 문항으로 이루어져 있으며, Lee et 

al.(2011)의 Q-행렬은 문항에서 요구하는 인지요소가 1개인 문항은 3개, 

문항에서 요구하는 인지요소가 2개인 문항은 8개, 문항에서 요구하는 인

지요소가 3개인 문항은 8개, 문항에서 요구하는 인지요소가 4개인 문항

은 4개, 문항에서 요구하는 인지요소가 5개와 6개인 문항은 각각 1개씩

으로 이루어져 있다. 이는 다음의 [표 3-3]과 같이 정리할 수 있다.

문항에서 요구하는

인지요소의 수
문항 수

1 3
2 8
3 8
4 4
5 1
6 1

[표 3-3] Lee et al.(2011)의 Q-행렬의 구조

또한, 문항의 질이 미치는 영향을 알아보기 위해 모의실험 3-1, 모의실



험 3-2, 모의실험 3-3의 문항의 질을 각각 상, 중, 하로 가정했다. 문항

의 질이 상인 경우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.05로, 문항의 질이 

중인 경우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.1로, 문항의 질이 하인 경

우는 guess 모수와 slip 모수를 각각 0.2로 설정했다. 모의실험 3-1, 모의

실험 3-2, 모의실험 3-3도 혼합모형 기반 검사로 생성모형을 달리하여 

총 75문항으로 검사지를 구성했다. 1~25번은 DINA 모형, 26~50번은 

DINO 모형, 51~75번은 ACDM을 생성모형으로 하여 응답데이터를 산출했

다. 각 실험은 1,000명의 응답데이터를 산출하여 이를 바탕으로 Wald 통

계량을 계산했다. 모의실험 3-1은 총 187번, 모의실험 3-2는 총 136번, 

모의실험 3-3은 총 500번의 실험을 반복하여 각 생성모형별로 Wlad 통

계량에 의한 모형 선택 비율을 조사했다. 모의실험 3-1, 모의실험 3-2, 

모의실험 3-3에 사용한 Q-행렬은 [표 3-4]와 같다.



Item ATTR1 ATTR2 ATTR3 ATTR4 ATTR5 ATTR6 ATTR7 ATTR8 ATTR9 ATTR10 ATTR11 ATTR12 ATTR13 ATTR14 ATTR15생성모형

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

DINA
모형

2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0

8 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

11 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

12 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

13 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

14 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0

15 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

16 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

17 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

18 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

19 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

20 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

21 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

23 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

25 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

26 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

DINO 
모형

27 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

28 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⋮
48 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

49 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

50 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

51 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ACDM

52 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

53 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⋮
73 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

75 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

[표 3-4] 복잡한 구조의 Q-행렬

(Lee, et al.(2011)의 Q-행렬 세 번 반복)



1.4 복합모형/단일모형 기반 검사

앞서 제시된 아홉 번의 모의실험의 공통점은 30개 또는 25개의 문항을 

생성모형을 달리하여 세 번 반복하여 검사지를 구성했다는 점이다. 즉, 

같은 문항군이 세 번 반복되게 검사지를 가정했다. 그러므로 각 모의실

험에서 가정한 검사지는 혼합된 모형을 기반으로 한 검사다. 그렇다면 

모든 문항을 하나의 생성모형만 가정하여 응답데이터를 산출할 경우, 

즉, 혼합모형 기반 검사가 아닌 단일모형 기반 검사의 경우에 각 생성모

형별로 Wlad 통계량에 의한 모형 선택 비율이 어떻게 변화하는지를 보

기 위한 모의실험을 설계했다. 그래서 모의실험 4-1, 모의실험 4-2, 모의

실험 4-3에서는 Lee, et al.(2011)의 연구에서 사용된 Q-행렬을 세 번 반

복하는 것이 아니라 한 번만 사용하여 검사지를 구성했다. 그리고 단일

모형 기반 검사로 가정하기 위해 각각 모의실험 4-1은 DINA 모형을, 모

의실험 4-2는 DINO 모형을, 모의실험 4-3은 ACDM을 생성모형으로 설정

하여 응답데이터를 산출했다. 즉, 모의실험 4-1, 모의실험 4-2, 모의실험 

4-3에서 가정한 검사지는 모의실험 3-1, 모의실험 3-2, 모의실험 3-3에

서 가정한 검사지의 


이다. 여기서 문항의 질은 하로 설정하여 guess 

모수와 slip 모수는 모두 0.2로 설정하고 각 실험은 1,000명의 응답데이터

를 산출하여 Wald 통계량을 계산했으며, 총 500번의 실험을 반복하여 각 

생성모형별로 Wlad 통계량에 의한 모형 선택 비율을 조사했다. 모의실험 

4-1, 모의실험 4-2, 모의실험 4-3에 사용한 Q-행렬은 [표 3-7]과 같다.

지금까지 설계된 총 12개의 모의실험과 모의실험에서 조작한 요인 및 

조건은 [표 3-5]와 같이 정리할 수 있다.



혼합모형 기반 

검사

Q-행렬의 구조 간단한 Q-행렬

복잡한 Q-행렬
문항에서 요구하는 

인지요소 수
2개 3개

문항의 질: 상

guess & slip = 0.05
모의실험 1-1 모의실험 2-1 모의실험 3-1

문항의 질: 중

guess & slip = 0.1
모의실험 1-2 모의실험 2-2 모의실험 3-2

문항의 질: 하

guess & slip = 0.2
모의실험 1-3 모의실험 2-3 모의실험 3-3

단일모형 기반 

검사

Q-행렬의 구조 복잡한 Q-행렬

생성모형 DINA 모형 DINO 모형 ACDM

문항의 질: 하

guess & slip = 0.2
모의실험 4-1 모의실험 4-2 모의실험 4-3

[표 3-5] 각 모의실험의 요인

2. Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택

우리는 모의실험 상에서 생성된 가상의 응답데이터 또는 실제 검사에 

대한 피험자들의 실제 응답데이터와 Q-행렬을 바탕으로 각 문항에 Wald 

검사를 적용할 수 있다. 검사에 대한 응답데이터를 바탕으로 Wald 검사

를 적용하면 각 문항별로 축소모형에 대한 Wald 통계량()을 얻을 수 

있다. 본 연구에서는 각 문항별로 축소모형에 대한 Wald 통계량()을 

비교하여 가장 작은 통계량()을 나타내는 축소모형을 그 문항에 가장 

적합한 모형으로 선택했다. Wald 통계량()을 이용해 문항수준에서 적

합한 인지진단모형을 선택하는 방법은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

                            argmin (3.1)



여기서 는 Wald 검사를 적용할 때 관심을 두고 있는 축소모형을 의

미한다. 예를 들어 본 연구에서 관심을 두고 있는 축소모형은 DINA 모

형, DINO 모형, ACDM 으로, ∈DINADINOACDM으로 나타낼 수 있

다. 즉, 본 연구에서는 문항별로 DINA 모형, DINO 모형, ACDM의 Wald 

통계량()을 계산하고 세 개의 Wald 통계량() 중 가장 낮은 값을 보

이는 모형을 그 문항에 적합한 모형으로 선택했다.

예를 들어 [그림 3-1]과 같이 10개의 문항으로 이루어진 검사에 대한 

응답데이터를 바탕으로 Wald 검사를 적용한다고 하자. Wald 검사를 적

용하면, 각 문항별로 DINA 모형, DINO 모형, ACDM에 대한 Wald 통계량

()이 계산된다. 6번 문항을 예시로 들면 DINA 모형에 대한 Wald 통계

량은 5.178661, DINO 모형에 대한 Wald 통계량은 11.39908, ACDM에 대

한 Wald 통계량은 2.287113이다. 이 중 최솟값(min)은 2.287113으로 

이에 해당하는 모형(argmin)은 ACDM이다. 그러므로 Wlad 통계량을 

바탕으로 ACDM을 6번 문항에 가장 적합한 인지진단모형으로 선택할 수 

있다.

[그림 3-1] Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 예



3. Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법의 정확도 평가 방법

실제 데이터를 분석하는 경우에는 각 문항뿐만 아니라 검사지가 따르

는 참 모형을 알 수 없다. 하지만 모의실험에서는 우리가 응답데이터를 

생성할 때, 생성모형을 가정하기 때문에 각 문항이 따르는 참 모형을 알 

수 있다. 그러므로 생성모형과 Wald 통계량을 이용해 선택된 모형간의 

비교를 통해 Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법의 정확도

를 평가할 수 있다. 그래서 본 연구에서는 [표 3-6]과 같은 표를 통해 각 

조건에서 모의실험의 결과, 즉, Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선

택의 비율을 비교하고 이를 바탕으로 Wald 통계량을 이용한 문항수준 

모형 선택 방법의 정확도를 분석했다.

Wald

True
DINA DINO ACDM

DINA

DINO 

ACDM

[표 3-6] Wald 통계량을 이용한 모형 선택 비율 예시

여기서 각 행은 응답 데이터를 생성할 때 가정한 생성모형, 즉, 문항이 

따르는 참 모형을 의미하고, 각 열은 Wald 통계량을 이용해 선택된 모형

을 의미한다. 그리고 각 셀에는 의 값이 들어가는데, 는 다음과 같

이 정의할 수 있다.

                  ij true model이 i인 문항의 수
argmin   j인 문항의 수

×  (3.2)



여기서 ∈DINADINOACDM로  참 모형이 인 문항들 중에서 

Wald 통계량에 의해 모형 가 적합하다고 결정된 문항의 비율을 백분율

로 나타낸 값이다. 특히 이 중에서   인 경우, 즉, 참 모형과 Wald 통

계량에 의해 결정된 모형이 일치하는 경우의 비율을 본 연구에서는 다음

과 같이 모형 i가 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 문항수준 모

형 선택의 True Positive Rate(TPR)이라고 정의했다.

               true m o d e l  i인 문항의 수
argmin   i인 문항의 수

×  (3.3)

본 연구에서는 모의실험에서 문항에서 요구하는 인지요소의 개수, 복

잡한 Q-행렬, 문항의 질, 혼합모형/단일모형 기반 검사 여부 등의 요인

들이 변화함에 따라 생성모형별로 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

TPR 및 Wlad 통계량에 의한 모형 선택 비율이 어떻게 변하는지 조사했

다. 그리고 각 요인들이 각 생성모형별 Wald 통계량을 이용한 모형 선택

의 TPR 및 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 비율에 영향을 미치는 이

유를 분석하여, Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법의 정확도를 평가

했다.

4. TIMSS 2007 응답데이터 분석

실제 데이터 연구 1에서는 TIMSS 2007 응답 데이터를 사용했으며 Lee, 

et al.(2011)의 연구에서 제시한 Q-행렬과 인지요소를 모두 참이라고 가

정하고 Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법을 수행했다. 그

리고 Wald 통계량에 의해 적합하다고 결정된 인지진단모형과 실제 문항, 

제시된 인지요소를 바탕으로 Wald 통계량에 의해 결정된 인지진단모형

이 적합한지 그 의미를 분석했다. Lee, et al.(2011)은 TIMSS 2007 평가 

틀(Mullis et al., 2005)을 바탕으로 하여 인지요소를 작성했고, Q-행렬은 



해당분야의 전문가들이 작성한 다섯 가지의 Q-행렬을 조합하여 최종 Q-

행렬을 확정하여 연구를 진행했다. Lee, et al.(2011)의 연구에서 제시한 

Q-행렬과 인지요소는 각각 [표 3-7]과 [표 3-8]과 같다. 

Item ATTR1 ATTR2 ATTR3 ATTR4 ATTR5 ATTR6 ATTR7 ATTR8 ATTR9 ATTR10 ATTR11 ATTR12 ATTR13 ATTR14 ATTR15

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0

8 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

11 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

12 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

13 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

14 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0

15 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

16 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

17 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

18 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

19 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

20 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

21 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

23 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

25 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

[표 3-7] Lee, et al.(2011)의 Q-행렬



Number(N)

수

Whole Numbers

정수

1
Representing, comparing, and ordering whole numbers as 

well as demonstrating knowledge of place value.

2
Recognize multiples, computing with whole numbers using 

the four operations, and estimating computations.

3
Solve problems, including those set in real life contexts 

(for example, measurement and money problems).

4 Solve problems involving proportions.

Fractions and 

Decimals

분수와 소수

5
Recognize, represent, and understand fractions and 

decimals as parts of a whole and their equivalents.

6
Solve problems involving simple fractions and decimals 

including their addition and subtraction.

Number 

Sentences with 

Whole Numbers

정수가 포함된 

문장

7

 Find the missing number or operation and model simple 

situations involving unknowns in number sentence or 

expressions.

Patterns and 

Relationships

패턴과 관계

8

Describe relationships in patterns and their extensions; 

generate pairs of whole numbers by a given rule and 

identify a rule for every relationship given pairs of whole 

numbers.

Geometric 

Shapes & 

Measurement 

(GM)

기하학적 

도형과 측정

Lines and Angles

선과 각
9

Measure, estimate, and understand properties of lines and 

angles and be able to draw them.

Two- and Three 

dimensional 

Shapes

2차원과 

3차원 도형

10
Classify, compare, and recognize geometric figures and 

shapes and their relationships and elementary properties.

11 Calculate and estimate perimeters, area, and volume.

Location and 

Movement

위치와 이동

12
Locate points in an informal coordinate to recognize and 

draw figures and their movement.

Data & 

Display(DD)

자료와 

표현

Reading and 

Interpreting

읽기와 해석

13
Read data from tables, pictograph, bar graphs, and pie 

charts.

14
Comparing and understanding how to use information from 

data.

Organizing and 

Representing

정리와 나타내기

15
Understanding different representations and organizing 

data using tables, pictograph, and bar graphs.

[표 3-8] Lee, et al.(2011)이 설정한 인지요소



5. 윤지영(2016)의 응답데이터 분석

실제 데이터 연구2에서는 윤지영(2016)의 연구에서 사용된 응답데이터

와 인지요소, Q-행렬을 바탕을 Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선

택 방법을 수행했다. Wald 통계량에 의해 적합하다고 결정된 인지진단모

형과 실제 문항, 제시된 인지요소를 바탕으로 Wald 통계량에 의해 결정

된 인지진단모형이 적합한지 그 의미를 분석했다. 윤지영(2016)의 연구에

서 사용된 인지요소와 Q-행렬은 각각 [표 3-9]와 [표 3-10]과 같다. 윤지

영(2016)의 연구에서는 내용과 과정 중심으로 총 10개의 인지요소를 제

시하였다. 그리고 Q-행렬은 각 문항이 요구하는 인지요소가 최소 1개에

서 최대 6개로 다양하게 구성되어있다. 

인지요소 내용
A1 사칙계산 및 식의 계산
A2 등식의 이해
A3 일차방정식의 해의 의미
A4 일차방정식 풀기(등식의 성질 포함)
A5 일차방정식 활용
A6 부등식의 이해
A7 일차부등식의 해의 의미
A8 일차부등식 풀기(부등식의 성질 포함)
A9 일차부등식 활용
A10 대수적 모델링

[표 3-9] 윤지영(2016)이 설정한 인지요소



Item ATTR1 ATTR2 ATTR3 ATTR4 ATTR5 ATTR6 ATTR7 ATTR8 ATTR9 ATTR10

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

5 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

6 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

7 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0

8 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

9 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

11 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1

12 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1

13 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

14 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

15 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0

16 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0

17 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0

18 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0

19 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0

20 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0

21 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1

22 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1

23 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1

24 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1

25 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1

[표 3-10] 윤지영(2016)이 설정한 Q-행렬



제 장 연구결과

제 절 모의실험 결과

1. 문항에서 요구하는 인지요소의 개수와 모형 선택의 정확도

다음의 [표 4-1]은 문항의 질과 문항에서 요구하는 인지요소의 개수를 

달리한 각 모의실험에서 실제 문항의 생성모형별로 Wald 통계량에 의해 문

항수준에서 선택된 모형의 비율을 나타낸 표다. 

문항 

질

문항에서 요구하는 인지요소
2개

문항에서 요구하는 인지요소 
3개

상

Wald

True
DINA DINO ACDM

Wald

True
DINA DINO ACDM

DINA 98.8  0.0 1.2 DINA 96.3  0.0 3.6 

DINO 0.0 98.9 1.1 DINO 0.0 95.9 4.0 

ACDM 20.3 19.9 59.8 ACDM 1.1 1.2 97.7 

중

Wald

True
DINA DINO ACDM

Wald

True
DINA DINO ACDM

DINA 99.4  0.0 0.6 DINA 94.1  0.0 5.9 

DINO 0.0 99.5 0.5 DINO 0.1 93.6 6.3 

ACDM 18.7 18.7 62.6 ACDM 0.8 0.8 98.4 

하

Wald

True
DINA DINO ACDM

Wald

True
DINA DINO ACDM

DINA 99.3 0 0.7 DINA 90.1 0 9.9

DINO 0 99.5 0.5 DINO 0 88.8 11.1

ACDM 15.4 15.4 69.3 ACDM 0.7 0.9 98.4

단위: %

[표 4-1] 모의실험 1과 2의 생성모형별 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 비율



예를 들어, 문항에서 요구하는 인지요소가 2개이고 문항의 질이 

‘상’인 문항으로 구성된 모의실험 1-1의 결과를 보면, DINA 모형이 

생성모형인 문항 중에서 문항의 생성모형과 Wald 통계량에 의해 선택된 

모형이 일치한 비율이 98.8%였다. 그리고 DINO 모형이 생성모형인 문항 

중에서 문항의 생성모형과 Wald 통계량에 의해 선택된 모형이 일치한 

비율은 98.9%였다. 하지만, ACDM의 경우에는 달랐는데, ACDM이 생성모

형인 문항 중 문항의 생성모형과 Wald 통계량에 의해 선택된 모형이 일

치한 비율은 59.8%에 불과했고, 생성모형이 ACDM임에도 불구하고 

ACDM이 생성모형인 문항 중에서 Wald 통계량에 의해 선택된 모형이 

DINA 모형인 경우는 20.3%, Wald 통계량에 의해 선택된 모형이 DINO 

모형인 경우는 19.9%로 나타났다. 

문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개에서 3개로 증가할 때, DINA 

모형과 DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택

의 TPR의 변화와 ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 

선택의 TPR의 변화는 서로 다른 양상을 나타냈다. 문항의 질이 상일 때, 

문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개에서 3개로 증가하면 DINA 모

형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 98.8%

에서 96.3%로, DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모

형 선택의 TPR은 98.9%에서 95.9%로 하락했다. 이와는 다르게 문항의 

질이 상일 때, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개에서 3개로 증

가하면 ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

TPR은 59.8%에서 97.7%로 상승하는 것으로 나타났다. DINA 모형과 

DINO 모형이 생성모형인 경우 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2

개에서 3개로 증가하자 DINA 모형과 DINO 모형이 생성모형인 경우 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 하락한 폭이 크지는 않지만, 

ACDM이 생성모형인 경우 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개에

서 3개로 증가하자, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모

형 선택의 TPR은 비교적 크게 상승했다. 



이러한 경향은 문항의 질이 중인 경우와 하인 경우에서 마찬가지로 나

타났다. 문항의 질이 중일 때, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2

개에서 3개로 증가하면 DINA 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이

용한 모형 선택의 TPR은 99.4%에서 94.1%로 감소했고, DINO 모형이 생

성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 99.5%에서 

93.6%로 하락했다. 반면, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용

한 모형 선택의 TPR은 62.6%에서 98.4%로 증가했다. 문항의 질이 하일 

때는 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개에서 3개로 증가하면 

DINA 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR

은 99.3%에서 90.1%로 감소했고, DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통

계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 99.5%에서 88.8%로 감소했다. 반면, 

ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 

69.3%에서 98.4%로 증가했다.

문항에서 인지요소의 개수가 2개에서 3개로 증가할 때, DINA 모형과 

DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR

이 낮아지고, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선

택의 TPR이 높아지는 현상이 나타게 된 이유는 각 인지진단모형의 모수

의 개수 차이에 있다고 추측할 수 있다. DINA 모형과 DINO 모형의 모수

는 문항의 질, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수와 상관없이 문항별로 

두 개의 모수, 즉, guess와 slip 모수를 갖는다. 이를 G-DINA 모형의 문

항반응함수의 모수 중에서 생각하면 DINA 모형은 intercept 값 와 상

호작용효과 모수  ⋯ 
를 가지고, DINO 모형은 intercept 값 와 인지

요소의 주효과 모수  하나만을 가진다. 하지만 ACDM의 경우는 문항

이 요구하는 인지요소가 
개일 때, 

 개의 모수를 가지므로, 문항

이 요구하는 인지요소의 개수가 증가하면 인지진단모형이 가지는 모수의 

개수가 커진다.

앞선 언급했듯이 Wald 검사의 기본적인 개념은 사고 절약의 원리로, 

인지요소와 Q-행렬이 참이라고 가정할 때 여러 인지진단모형이 데이터



에 동등하게 들어맞는다면 그중에서 간단한 모형을 적합한 인지진단모형

으로 선택하는 방법이다(Sorrel et al., 2017a). 인지진단모형이 가지는 모

수의 개수가 증가하면, 모형의 적합도도 증가하지만 모형이 더 복잡해진

다. 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개인 경우에 DINA 모형과 

DINO 모형은 2개의 모수를 가지고, ACDM은 intercept 값 와 인지요소

의 주효과 모수  2개를 포함해 총 3개의 모수를 갖는다. 즉, DINA 

모형, DINO 모형과 ACDM이 가지는 모수의 개수 차이가 크지 않기 때문

에 적합도의 차이도 크지 않고, 이로 인해 간단한 DINA 모형과 DINO 모

형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 매우 

높게 나타난다고 추측할 수 있다. 

반면 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 3개인 경우에 ACDM은 

intercept 값 과 인지요소의 주효과 모수 를 포함해 총 4개의 

모수를 갖는다. 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개인 경우에는 

DINA 모형과 DINO 모형이 가지는 모수의 개수와 ACDM이 가지는 모수

의 개수가 1개였지만, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 3개인 경우

에는 ACDM은 DINA 모형과 DINO 모형보다 2개 더 많은 모수를 갖는다. 

그렇기 때문에 DINA 모형과 DINO 모형이 ACDM에 비해 간단한 모형이

라도 ACDM의 적합도가 월등히 좋다면, DINA 모형과 DINO 모형이 생성

모형이더라도 Wald 통계량에 의해 ACDM이 적합한 모형으로 선택될 수 

있다. 그래서 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개에서 3개로 증가

하면 생성모형이 DINA 모형과 DINO 모형인 문항의 경우 Wald 통계량에 

의해 ACDM이 적합한 모형이라고 결정되는 비율이 증가해 DINA 모형과 

DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR

이 낮아진다고 추측할 수 있다.

다음으로, ACDM이 생성모형인 경우 문항에서 요구하는 인지요소의 개

수가 2개에서 3개로 증가하면 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR

이 증가하는 이유는 다음과 같이 추측할 수 있다. ACDM(Additive CDM)

의 이름과 아래의 문항반응함수에서 알 수 있듯이 ACDM은 인지요소의 



주효과( ,  ⋯ , 
)와 intercept 값()의 합으로 피험자가 문항에 옳

게 답할 확률이 예측되므로, ACDM의 문항반응함수를 이루는 모수들이 

가산적인 관계를 가지고 있다. 이는 ACDM의 문항반응함수를 봐도 알 

수 있다.
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그런데 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개인 경우에는 ACDM이 

가지는 모수가 3개뿐이므로, ACDM 문항반응함수를 이루는 모수들의 가

산적인 관계가 두드러지지 않는다. 그렇기 때문에 ACDM이 생성모형인 

경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 낮게 나타나고, 생성모

형이 ACDM인 문항을 간단한 DINA 모형 또는 DINO 모형이 적합하다고 

잘못 판단하는 비율이 나타난다고 추측할 수 있다. 실제 실험결과를 보

면, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개인 경우, 문항의 질이 상

일 때, ACDM을 생성모형으로 하는 문항이 Wald 통계량에 의해 DINA 

모형이 적합하다고 결정되는 비율이 20.3%, DINO 모형이 적합하다고 결

정되는 비율이 19.9%로 나타났다. 다음으로, 문항의 질이 중일 때, 

ACDM을 생성모형으로 하는 문항이 Wald 통계량에 의해 DINA 모형 또

는 DINO 모형이 적합하다고 결정되는 비율 각각 18.7%씩으로 나타났고, 

문항의 질이 하일 때는 ACDM을 생성모형으로 하는 문항이 Wald 통계량

에 의해 DINA 모형 또는 DINO 모형이 적합하다고 결정되는 비율이 각

각 15.4%씩으로 나타났다. 즉, 문항의 질에 상관없이 생성모형이 ACDM

임에도 불구하고 Wald 통계량에 의해 DINA 모형 또는 DINO 모형이 적

합하다고 결정된 비율은 모두 15% 이상으로 나타났다. 

이제 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 3개인 경우를 보면 ACDM

은 guess 모수  , 인지요소의 주효과 모수  총 4개의 모수를 

갖는다. 이 경우는 DINA 모형, DINO모형과 비교했을 때 앞서 ACDM의 



모수가 3개인 경우보다 ACDM의 문항반응함수가 가지는 모수들의 가산

적인 관계가 더 드러나게 된다. 그렇기 때문에 DINA 모형과 DINO 모형

이 ACDM에 비해 간단하더라도, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 

증가하면 ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

TPR이 증가한다고 추측할 수 있다.

이러한 현상은 복잡한 Q-행렬 디자인을 이용한 모의실험 3-3의 결과를 문

항에서 요구하는 인지요소의 개수별로 분석했을 때에도 관찰할 수 있었다. 

모의실험 3-3은 TIMSS 2007(Martin et al., 2008)을 연구한 Lee et 

al.(2011)의 Q-행렬을 사용했는데, Lee et al.(2011)은 검사지 내 각 문항

이 요구하는 인지요소의 개수를 최소 1개에서 6개로 다양하게 가정했다. 

모의실험 3-3의 결과로부터 문항에서 요구하는 인지요소의 개수 별로 문항을 

구분하여 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 정확도를 구하여 [표 4-2]에 나

타내었다. 

이 경우에도 앞서 살펴본 모의실험 1, 2의 결과와 마찬가지로 문항에서 요

구하는 인지요소의 개수가 증가할수록 ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통

계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 증가하고, DINA 모형과 DINO 모형이 생

성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 하락하고 있음

을 알 수 있다. 특히 문항에서 요구하는 인지요소가 5개 이상인 경우에는 

문항에 대한 생성모형이 DINA 모형 또는 DINO 모형이더라도 대부분 

ACDM이 문항에 적합하다고 결정되었다. 



인지요소 
개수

Wald

True
DINA DINO ACDM 인지요소 

개수

Wald

True
DINA DINO ACDM

6

DINA 1.6 0.6 97.8

3

DINA 48.6 1.3 50.1

DINO 0.4 2.2 97.4 DINO 0.9 45.1 54.0

ACDM 0.0 0.2 99.8 ACDM 2.3 2.0 95.7
문항 수: 1개 문항 수: 8개

인지요소 
개수

Wald

True
DINA DINO ACDM 인지요소 

개수

Wald

True
DINA DINO ACDM

5

DINA 6.6 1.2 92.2

2

DINA 71.4 4.1 24.6

DINO 0.8 5.6 93.6 DINO 6.5 66.0 27.5

ACDM 0.4 0.2 99.4 ACDM 6.8 9.1 84.2
문항 수: 1개 문항 수: 8개

인지요소 
개수

Wald

True
DINA DINO ACDM

단위: %

4

DINA 19.9 1.3 78.9

DINO 0.9 18.3 80.9

ACDM 0.5 0.6 99.0
문항 수: 4개 *문항의 질: 하

[표 4-2] 모의실험 3-3에서 문항에서 요구하는 인지요소 개수에 따른 

생성모형별 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 비율 

위의 [표 4-2]의 결과를 문항에서 요구하는 인지요소 개수별 각 인지

진단모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR을 

그래프로 나타내면 [그림 4-1]과 같다. 그래프에서도 알 수 있듯이 문항

에서 요구하는 인지요소의 개수가 증가할수록 DINA 모형과 DINO 모형

이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 급격히 

하락하고, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

TPR은 100%에 계속 가까워지는 것을 알 수 있다.



[그림 4-1] 문항에서 요구하는 인지요소 개수에 대해 생성모형별 

    Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR 

위의 결과를 종합하면, DINA 모형, DINO 모형, ACDM이 가지는 모수의 개

수의 차이와 ACDM의 문항반응함수에서 모수들의 가산적인 관계로 인해 문

항에서 요구하는 인지요소의 개수가 모형 선택의 정확도에 영향을 준다고 추

측할 수 있다. 그래서 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 증가하면, DINA 

모형과 DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

TPR은 낮아지고, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택

의 TPR은 증가하는 것으로 나타났다.

2. 문항의 질과 모형 선택의 정확도

다음의 [표 4-3]은 Q-행렬이 비교적 간단한 경우에 문항의 질과 문항

에서 요구하는 인지요소의 개수를 달리한 각 모의실험에서 실제 문항의 

생성모형별로 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR을 나타낸 표다.



문항의 질

문항에서 요구하는 인지요소
2개

문항에서 요구하는 인지요소 
3개

DINA DINO ACDM DINA DINO ACDM

상 98.8  98.9 59.8 96.3  95.9 97.7 

중 99.4  99.5 62.6 94.1  93.6 98.4 

하 99.3 99.5 69.3 90.1 88.8 98.4

단위: %

[표 4-3] 문항의 질과 문항에서 요구하는 인지요소 개수별

Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR

위의 결과에서 가장 두드러지는 특징은 문항의 질이 증가하면 ACDM

이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 감소한

다는 점이다. 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 3개일 때는 ACDM

이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 거의 변

화가 없다고 할 수 있지만, 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개일 

때는 그 변화의 폭이 비교적 크다. 

위 결과에서 알 수 있는 다른 특징은 문항에서 요구하는 인지요소가 3

개인 경우에는 문항의 질이 증가하면 DINA 모형과 DINO 모형이 생성모

형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 증가한다는 점이

다. 문항에서 요구하는 인지요소가 2개인 경우에는 DINA 모형과 DINO 

모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR 변화

는 거의 없다고 볼 수 있다. 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 모형 

선택의 정확도에 영향을 미치는 원인이 모수에 있다고 추측했듯이, 문항

의 질에 따라 모형 선택의 정확도가 달라지는 이유도 인지진단모형이 가

지는 모수의 구조에 있다고 추측할 수 있다. 

우선, ACDM의 문항반응함수의 식은 다음과 같다. 
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ACDM은 각 인지요소의 주효과들만 존재하고 인지요소들의 상호작용

효과는 모두 으로 가정하고 있기 때문에 인지요소 개수만큼의 모수  

  ⋯
를 갖는다. 그리고 intercept 값에 해당하는 까지 포함해

서 ACDM은 문항 에 대해 총 
 개의 모수를 갖는다. 그리고 DINA 

모형과 DINO 모형은 문항에서 요구하는 인지요소 개수와 관계없이 

guess 모수()와 slip 모수(), 단 2개의 모수를 갖는다.

이제 DINO 모형과 DINA 모형이 가지는 guess 모수와 slip 모수, 그리

고 ACDM이 갖는 
 개의 모수들의 관계를 살펴보면 다음과 같은 관

계가 성립한다. (: 문항 의 guess 모수, : 문항 의 slip 모수)

             
  

     ⋯ 
    

(4.3)

그런데 문항의 질이 증가하면, 즉, guess 모수와 slip 모수의 값이 낮아

지면 intercept 값에 해당하는 의 크기도 같이 낮아진다. 그러면 

ACDM이 가지는 모수들 중에서 의 영향은 미미해진다. 즉, ACDM의 

모수 중 의 비중이 많이 감소하기 때문에, ACDM은 
 개의 모수 

중에서 을 제외한 
개의 모수만 가지고 있는 것처럼 변하게 된다. 

구체적으로 모의실험 결과 중 문항에서 요구하는 인지요소가 2개인 경

우를 보면, 문항의 질이 하에서 상으로 증가함에 따라 ACDM이 생성모

형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 69.3%에서 59.8%

로 낮아진다. 문항에서 요구하는 인지요소가 2개인 경우에 ACDM의 모

수는 총 3개다. 그런데 문항의 질이 높아지면, 의 값이 에서 로 

낮아지므로 의 영향이 많이 사라지게 된다. 그러면 ACDM이 가지는 

모수는 3개지만 2개의 모수를 가지는 것처럼 여겨지게 된다. 그로 인해 



데이터에 대한 ACDM의 적합도와 DINA 모형과 DINO 모형의 적합도의 

차이가 미미해지기 때문에 ACDM을 생성모형으로 하는 문항이 ACDM보

다 간단한 DINA 모형 또는 DINO 모형이 적합하다고 잘못 결정되는 경

우가 발생한다고 추측할 수 있다. 

이제 모의실험 결과 중 문항에서 요구하는 인지요소가 3개인 경우를 

보자. 이 경우 문항의 질이 하에서 상으로 증가함에 따라 ACDM이 생성

모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 98.4%에서 

97.7%로 낮아진다. 하지만 이는 문항에서 요구하는 인지요소가 2개인 경

우에 문항의 질이 높아짐에 따라 ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량

을 이용한 모형 선택의 TPR 변화와 비교했을 때 변화의 폭이 작다. 이

러한 차이가 발생하는 이유는 ACDM이 가지는 모수의 개수에 있다고 추

측할 수 있다. 앞서 살펴봤듯이 문항의 질이 하에서 상으로 증가함에 따

라 의 영향이 작아진다. ACDM은 ,  ,  ,  , 4개의 모수를 가지

고 있지만 의 영향이 작아짐에 따라 3개의 모수를 가지는 것처럼 여

겨질 수 있다. 그러면 DINA 모형과 DINO 모형이 가지는 모수의 개수와 

차이가 줄어들게 되지만 여전히 ACDM은 DINA 모형과 DINO 모형보다는 

많은 모수를 가지게 된다. 그래서 문항에서 요구하는 인지요소가 3개인 

경우에는 문항의 질이 높아져 의 영향이 미미해지더라도 ACDM이 

DINA 모형과 DINO 모형보다 더 많은 모수를 가지는 데에서 오는 영향

이 더 크기 때문에, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모

형 선택의 TPR이 매우 높고 크게 변하지 않는다고 추측할 수 있다. 

다음으로 DINA 모형과 DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 

이용한 모형 선택의 TPR 변화를 살펴보자. 우선 문항에서 요구하는 인

지요소가 2개인 경우에는 문항의 질이 높아짐에 따라 DINA 모형과 

DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR

은 거의 변화가 없다. 반면 문항이 요구하는 인지요소가 3개인 경우에는 

문항의 질이 높아질수록 DINA 모형과 DINO 모형이 생성모형인 경우 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 증가하는 것을 확인할 수 있



다. 이러한 현상도 역시 문항의 질이 높아질수록 가 작아져 그로인해 

나타나는 현상 중 하나로 추측할 수 있다. 

문항에서 요구하는 인지요소가 3개인 경우에는 DINA 모형과 DINO 모

형이 가지는 모수는 2개고, ACDM이 가지는 모수는 4개다. 그렇기 때문

에 문항의 질이 높아져 의 값이 작아지면 의 모수의 영향력이 거의 

사라진다고 여길 수 있다. 그러면 앞서 언급했듯이, DINA 모형과 DINO 

모형이 더 간단하더라도 ACDM이 가지는 모수가 많아 ACDM이 더 나은 

적합도를 보이기 때문에 ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용

한 모형 선택의 TPR은 항상 높게 유지된다고 추측할 수 있었다. 

하지만, DINA 모형 또는 DINO 모형을 생성모형으로 하는 문항들의 입

장에서는 다르게 해석할 수 있다. 문항의 질이 높아지면 DINA 모형과 

DINO 모형이 가지는 모수의 개수와 ACDM이 가지는 모수의 개수의 차

이가 작아진다. 그렇기 때문에 데이터에 대한 DINA 모형과 DINO 모형의 

적합도와 ACDM의 적합도 차이가 작아지게 된다. 그러면 각각 DINA 모

형과 DINO 모형이 생성모형인 문항에 대해 Wald 통계량에 의한 모형 

선택 방법을 적용하면, ACDM 보다는 비교적 간단한 DINA 모형과 DINO 

모형이 적합한 모형으로 각각 결정된다고 추측할 수 있다. 

다음으로 Q-행렬이 비교적 복잡한 경우에는 문항의 질이 변함에 따라 

모형 선택의 정확도가 어떻게 변화하는지 알아보자. 다음의 [표 4-4]는 

Lee et al.(2011)의 Q-행렬을 사용했을 때, 문항의 질을 달리한 각 모의

실험에서 문항의 생성모형별로 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 정확

도를 나타낸 표다.



문항의 질 각 생성모형별 
Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 정확도

상

DINA DINO ACDM

DINA 72.1  0.6 27.3 

DINO 1.0 70.5 28.5 

ACDM 3.0 2.7 94.3 

중

DINA DINO ACDM

DINA 66.3  1.1 32.6 

DINO 1.2 65.1 33.7 

ACDM 2.6 2.5 94.9 

하

DINA DINO ACDM

DINA 47.6 2.3 50.1

DINO 2.9 44.1 53

ACDM 3.4 4.2 92.4

단위: %

[표 4-4] Lee et al.(2011)의 Q-행렬을 사용한 

모의실험에서 문항의 질에 따른

Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 정확도

위의 표에서 두드러지는 특징은 문항의 질이 하에서 상으로 증가함에 

따라 각 생성모형별 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 모두 증

가한다는 점이다. DINA 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 

모형 선택의 TPR은 문항의 질이 낮을 때는 47.6%, 중간일 때는 66.3%, 

높을 때는 72.1%로 증가했고, DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계

량을 이용한 모형 선택의 TPR은 문항의 질이 낮을 때는 44.1%, 중간일 

때는 65.1%, 높을 때는 70.5%로 증가했다. 그리고 ACDM이 생성모형인 

경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 문항의 질이 낮을 때는 

92.4%, 중간일 때는 94.9%, 높을 때는 94.3%로 나타났다. ACDM의 경우



에는 문항의 질이 높을 때 중간일 때에 비해 Wald 통계량을 이용한 모

형 선택의 TPR이 0.6% 하락했지만, 문항의 질이 낮을 때 보다는 증가했

기 때문에 Q-행렬이 간단할 때 문항의 질이 증가함에 따라 ACDM이 생

성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 감소하던 앞

선 모의실험의 결과와는 상반된다.

앞서 살펴봤듯이, Lee et al.(2011)의 Q-행렬은 각 문항에서 요구하는 

인지요소의 개수를 다양하게 가정하고 있다. 인지요소 1개를 요구하는 

세 문항은 Wald 검사 수행 시 Wald 통계량 계산에서 제외된다. 이 세 

문항을 제외하면, 이 Q-행렬에서는 인지요소 2개와 3개를 요구하는 문항

은 각각 8문항씩, 인지요소 4개를 요구하는 문항은 4문항, 인지요소 5개

와 6개를 요구하는 문항은 각각 1문항씩으로 가정하고 있다. 이제 문항

에서 요구하는 인지요소 개수별로 문항의 질에 따라 Wald 통계량을 이

용한 모형 선택의 TPR을 비교해보면 [표 4-5]와 같다.

인지요소의 개수: 6개 인지요소의 개수: 3개

문항의 질 DINA DINO ACDM 문항의 질 DINA DINO ACDM

상 17.6  17.1 100.0 상 81.9 78.3 98.1
중 11.8 8.8 100.0 중 76.1 74.3 98.1
하 1.6 2.2 99.8 하 48.6 45.1 95.7

문항 수: 1개 문항 수: 8개

인지요소의 개수: 5개  인지요소의 개수: 2개

문항의 질 DINA DINO ACDM 문항의 질 DINA DINO ACDM

상 38.0 29.9 100.0 상 80.5 78.9 86.3
중 25.7 22.8 100.0 중 78.2 76.7 87.8
하 6.6 5.6 99.4 하 71.4 66 84.2

문항 수: 1개 문항 수: 8개

인지요소의 개수: 4개

문항의 질 DINA DINO ACDM

단위: %

상 58.2 61.5 99.9
중 46.9 48.2 100.0
하 19.9 18.3 99.0

문항 수: 4개

[표 4-5] 모의실험 3에서 문항에서 요구하는 인지요소 개수에 따른 

생성모형별 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR 



DINA 모형과 DINO 모형을 보면 두 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량

을 이용한 모형 선택의 TPR은 문항의 질이 증가할수록 같이 커지는 것을 확

인할 수 있다. 이는 앞서 살펴본 바와 같이 문항의 질이 증가하면 각 문항이 

갖는 intercept 값 이 작아져 ACDM이 가지는 모수와 DINA 모형과 DINO 

모형이 가지는 모수의 차이가 작아져 생기는 변화라고 추측할 수 있다. 즉, 

각각 DINA 모형 또는 DINO 모형이 생성모형인 문항에 대해 Wald 통계량을 

이용한 모형 선택 방법을 적용하면, ACDM이 가지는 모수의 개수가 더 많아 

더 나은 적합도를 보이더라도 DINA 모형과 DINO 모형이 비교적 다 간단하기

에 Wald 통계량에 의해 각각 DINA 모형 또는 DINO 모형이 적합한 모형으로 

올바르게 결정되는 것이다.

위에서 살펴본 바와 같이 문항의 질이 높아지면, 문항에서 요구하는 인지

요소의 개수에 상관없이 DINA 모형과 DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 

통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 눈에 띄게 높아지는 것을 확인할 수 있

다. 그로 인해 [표 4-4]에서처럼, 검사 전반에 있어 DINA 모형과 DINO 모형

이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 높아지는 것

이다. 이를 그래프로 표현하면 [그림 4-2]와 같다.



[그림 4-2] 문항의 질에 따른 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR 변화 – 
문항에서 요구하는 인지요소 개수별 변화, 검사 전체 변화

3. 단일모형 기반 검사의 모형 선택 정확도

다음의 [표 4-6]은 문항의 질이 낮고, Lee et al.(2011)의 Q-행렬을 사

용하여 복합모형 기반 검사와 단일모형 기반 검사를 가정했을 때, 모의

실험에서 실제 문항의 생성모형별로 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

비율을 나타낸 표다.



문항의 질: 하

Lee et al.(2011)의 Q-행렬(복잡한 Q-행렬) 사용

복합모형 기반 검사 단일모형 기반 검사

Wald

True
DINA DINO ACDM

Wald

True
DINA DINO ACDM

DINA 47.6 2.3 50.1 DINA 84 0.6 15.4

DINO 2.9 44.1 53 DINO 0.6 84.1 15.3

ACDM 3.4 4.2 92.4 ACDM 0.7 0.9 98.4

단위: %

[표 4-6] 복합모형/단일모형 기반 검사에 대해 생성모형별 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택 비율

우선 위의 결과에서 Wald 통계량을 이용해 모형 선택을 했을 때, 생성

모형을 옳게 찾아내는 비율, 즉, 각 생성모형에 대한 Wald 통계량을 이

용한 모형 선택의 TPR을 비교하면 단일모형 기반 검사가 복합모형 기반 

검사보다 월등히 높은 것을 확인할 수 있다. DINA 모형이 생성모형인 

경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR을 비교하면, 복합모형 기

반 검사에서는 47.6%로 50%에 못 미쳤지만, 단일모형 기반 검사에서는 

84%로 많이 상승했다. DINO 모형이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이

용한 모형 선택의 TPR을 비교하면, 복합모형 기반 검사에서는 44.1%로 

세 모형 중 가장 작은 값을 나타냈지만, 단일모형 기반 검사에서는 

84.1%로 상당히 많이 상승했다. 마지막으로 ACDM이 생성모형인 경우에 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR을 비교하면, 복합모형 기반 검

사에서는 92.4%로 꽤 높은 일치율을 보였고, 단일모형 기반 검사에서는 

98.4%로 소폭 상승한 것으로 나타났다. 

위의 검사에서 복합모형 기반 검사는 75문항으로 이루어진 전체 검사

지의 문항을 3등분하여 각기 DINA 모형, DINO 모형, ACDM을 생성모형

으로 하여 응답데이터를 생성했다. 그리고 이 응답데이터를 이용하여 모

수들을 추정하고 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법을 적용하여 각 



문항에 적합한 인지진단모형을 결정했다. 반면, 단일모형 기반 검사는 

25문항으로 이루어진 검사를 각각 DINA 모형, DINO 모형, ACDM을 생성

모형으로하여 응답데이터를 생성하고, 이를 이용하여 모수들을 추정하고 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법을 적용했다. 여기서 복합모형 기

반 검사와 단일모형 기반 검사의 생성모형별 Wald 통계량을 이용한 모

형 선택의 TPR이 차이가 나는 이유는 모수 추정과정에 있다고 추측할 

수 있다. 복합모형 기반 검사는 G-DINA의 모수 추정 과정에서 다른 문

항에 대한 응답이 서로 영향을 미칠 수 있다. 예를 들어, 6번 문항에 대

한 모수를 추정한다고 하자. 복합모형 기반 검사는 25개의 문항으로 이

루어진 검사를 생성모형을 달리하여 세 번 반복했다. 반면, 단일모형 기

반 검사는 25개의 문항으로 이루어진 검사를 반복하지 않고 그대로 사용

했다. 그러면 복합모형 기반 검사에서는 6번, 31번, 56번 문항이 똑같은 

모수를 가지게 되고, 이 과정에서 6번, 31번, 56번 문항에 대한 응답이 

서로에게 영향을 미치게 된다. 즉, 복합모형 기반 검사에서는 단일모형 

기반 검사와 달리 G-DINA의 모수 추정 과정에서 다른 문항에 대한 응답

이 서로 영향을 미쳐 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 단일모

형 기반 검사의 결과와 다르다고 추측할 수 있다.



제 절 실제 데이터 연구 결과

1. TIMSS 2007 응답데이터 분석 결과

이제 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법을 실제 데이터에 적용한 

결과를 살펴보자. 우선, Wald 통계량을 이용한 문항수준 모형 선택 방법

을 TIMSS 2007 응답데이터에 적용하면 [표 4-7]과 같은 결과가 나타난

다. 결과를 보면 21문제가 ACDM이 적합하다고 나타났고, 오직 한 문제

만 DINO 모형에 적합하다고 나타났다(요구하는 인지요소가 1개뿐인 

2,9,24번 문항은 Wald 통계량 계산에서 제외된다). 

응답모형 문항 수

DINA 0

DINO 1

ACDM 21

[표 4-7] TIMSS 2007 응답데이터 분석 결과

적합한 인지진단모형이 DINO 모형이라고 결정된 문항은 TIMSS 2007 4

번 검사지의 6번 문항(Item ID: M041164)으로 Lee, et al.(2011)의 Q-행렬

과 인지요소를 통해 보면 인지요소 10과 인지요소 12를 요구하는 문항이

다. 이 문항은 점선을 기준으로 대칭인 도형을 찾는 문제다.



Q. In which of these drawings is the dotted line a line of 

symmetry?

[그림 4-3] TIMSS 2007 Item ID: M041164

인지요소 10

Classify, compare, and recognize geometric figures and 
shapes and their relationships and elementary properties.
기하학적 그림과 도형, 그리고 그 관계와 기본적인 성질들을 
분류, 비교, 인식함.

인지요소 12

Locate points in an informal coordinate to recognize and 
draw figures and their movement.
그림과 그 움직임을 인식하고 그릴 수 있도록 비공식 
좌표에서 점들을 찾음.

[표 4-8] Item ID: M041164가 요구하는 인지요소(Lee, et al., 2011)

이 문항에서 요구하는 인지요소는 위의 [표 4-6]과 같다. 문항에서 요

구하는 인지요소들의 내용을 바탕으로 결과를 분석해보면, 도형의 대칭

에 대한 성질을 잘 알고 있거나(인지요소 10 숙달), 점선을 기준을 도형

을 접어서 포개어지는 사고를 할 수 있다면(인지요소 12 숙달) 위의 문

항을 해결할 수 있을 것이다. 즉, 인지요소 10이나 인지요소 12 중 하나

만 숙달하고 있어도 위 문항을 해결할 수 있으므로 위 문항에 적합한 인

지진단모형이 DINO 모형으로 결정된 것은 적합하다고 해석 할 수 있다.



다만 실제 응답데이터를 바탕으로 각 문항의 모수를 추정한 결과, 가

능한 인지요소 프로파일별 6번 문항에 대한 정답률을 조사하면 [표 4-9]

와 같다. 

P(00) P(10) P(01) P(11)

Item 6 0.5816 0.9999 0.9999 0.9808 

[표 4-9] 인지요소 프로파일별 TIMSS 2007 4번 검사지 6번 문항의 정답률

위의 결과를 보면 , , 의 값이 거의 비슷하게 나타난 

것을 확인할 수 있다. 즉, 인지요소 10 하나만 숙달한 경우, 인지요소 12 

하나만 숙달한 경우, 인지요소 10과 12 모두를 숙달한 경우에 문항을 해

결할 확률이 거의 비슷하다. 다만, 여기서 눈여겨 볼 점은 , 인지요

소 10과 인지요소 12 모두를 숙달하지 못한 경우의 문항을 해결할 확률

이다. 이때의 정답률은 0.5816으로, 6번 문항의 intercept 값 이 0.5816

으로 상당히 높다는 것을 의미한다. 우리가 모의실험 시 문항의 질이 낮

은 문제는 guess 모수를 0.2로 설정했는데, 이 기준을 통해 보더라도 6번 

문항은 문항의 질이 매우 좋지 않은 문항으로 분류 할 수 있다. 또는 Q-

행렬 구성이나 인지요소 선정에 오류가 있다고 추측할 수 있다. 

ACDM이 적합하다고 결정된 문항들에 대해 각 문항의 모수를 추정한 

결과 가능한 인지요소 프로파일별 각 문항에 대한 정답률을 확인하면, 

대부분의 문항들이 인지요소를 숙달할수록 문항의 정답률이 선형적으로 

증가하는 것을 확인할 수 있다. 다만, 일부 문항의 각 인지요소 프로파

일별 정답률을 확인해보면 몇몇 문항은 문항의 정답률이 선형적으로 증

가하지 않는 것으로 나타났다. 예를 들어 문항 1과 문항 21의 인지요소 

프로파일별 정답률은 다음과 같다.



P(00) P(10) P(01) P(11)
Item 1 0.0001 0.9999 0.8051 0.9999 

P(000) P(100) P(010) P(001) P(110) P(101) P(011) P(111)
Item 21 0.0001 0.1631 0.0001 0.0001 0.3218 0.0165 0.9999 0.4023 

[표 4-10] 인지요소 프로파일별 TIMSS 2007 4번 검사지 1, 21번 문항의 정답률

우선 1번 문항을 살펴보면 1번 문항에서 요구하는 두 개의 인지요소 

중 하나만 숙달하더라도 각각 0.9999, 0.8051로 높은 정답률을 보인다. 

모의실험에서 문항의 질이 낮은 문항을   로 설정한 것을 고려하여 

  의 확률은 문항을 충분히 해결할 수 있는 것으로 보면, 1

번 문항은 정답률이 선형적으로 증가하는 경향은 약하다고 볼 수 있다. 

다음으로 21번 문항을 보면 문항에서 요구하는 3개의 인지요소 중 2,3

번째의 인지요소만 숙달한 경우에는   의 확률을 보이지만, 

인지요소 모두를 숙달한 경우에는   의 확률을 보인다. 즉, 

인지요소를 더 많이 숙달했음에도 정답률이 눈에 띄게 하락했다. 이러한 

현상이 나타나는 이유는 인지요소 선정이나 Q-행렬 구성과정에 오류가 

있다고 추측할 수 있다.

검사 전체에서 인지요소 프로파일별 각 문항에 대한 정답률은 부록에 

실어두었다.

2. 윤지영(2016)의 응답데이터 분석 결과

Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법을 윤지영(2016)의 응답데이터에 

적용하면 [표 4-11]과 같은 결과가 나타난다. 결과를 보면 25문항 중 20

문항이 ACDM이 적합하고, 3개의 문항이 DINA 모형이 적합하다고 나타

났다(요구하는 인지요소의 개수가 1개인 1,2번 문항은 Wald 통계량 계산

에서 제외된다).



응답모형 문항 수

DINA 3

DINO 0

ACDM 20

[표 4-11] 윤지영(2016)의 응답데이터 분석 결과

적합한 인지진단모형이 DINA 모형이라고 결정된 문항은 윤지영(2016)

의 연구 속 검사지의 5, 7, 20번 문항이다. 각 문항과 문항이 요구하는 

인지요소는 다음과 같다.

[그림 4-4] 윤지영(2016)의 검사지 5번 문항

인지요소 1 사칙계산 및 식의 계산

인지요소 2 등식의 이해

인지요소 3 일차방정식의 해의 의미

[표 4-12] 5번 문항이 요구하는 인지요소(윤지영, 2016)

5번 문항은 방정식의 해를 찾는 문제다. 문항에서 요구하는 인지요소

들의 내용을 바탕으로 결과를 분석해보면, 방정식과 관련된 문제를 해결

하기 위해서는 기본적으로 사칙계산 및 식의 계산을 숙달해야하고(인지

요소 1 숙달),  (등호)가 쓰인 등식의 의미를 알아야(인지요소 2 숙달) 



식을 조작하는 등의 풀이가 가능하다. 그리고 위의 5번 문항은 해의 의

미, 즉, 일차방정식에서 등식을 만족시키는 값이 곧 해라는 것을 알고 

있어야(인지요소 3 숙달) 해결할 수 있다. 그러므로 위 문항에 적합한 인

지진단모형이 DINA 모형으로 결정된 것은 적합하다고 판단할 수 있다.

위 문항도 마찬가지로 실제 응답데이터를 바탕으로 각 문항의 모수를 

추정한 결과, 가능한 인지요소 프로파일별 5번 문항에 대한 정답률을 조

사하면 [표 4-13]과 같다. 

P(000) P(100) P(010) P(001) P(110) P(101) P(011) P(111)
Item 5 0.1712 0.6205 0.4391 0.3086 0.9999 0.5851 0.7933 0.9730 

[표 4-13] 인지요소 프로파일별 윤지영(2016) 검사지 5번 문항의 정답률

위의 결과를 보면 은 0.9730이지만 은 0.9999로 보다 

약간 큰 확률을 가지고 있다. 그러므로 위의 정답률을 바탕으로 생각해보면 

5번 문항은 DINA 모형의 가정과 완벽히 일치하는 것으로 보기는 어렵다. 하

지만 이를 바탕으로 다른 의미 있는 해석을 이끌어낼 수 있다. 문항의 질이 

낮은 경우, 즉, slip 모수 가 0.2인 경우, 문항에서 요구하는 인지요소 모두

를 숙달했을 때 문항을 해결할 확률은   이다. 그렇다면 피험자의 

인지요소 프로파일이 , , 이라면 5번 문항을 옳게 해결할 

수 있을 것이라고 판단할 수 있다. 세 인지요소 프로파일에 공통적으로 포함

된 인지요소는 인지요소2다. 그러므로 5번 문항을 해결하는데 중요한 역할을 

하는 인지요소는 인지요소 2, 즉, ‘등식의 이해’라고 판단할 수 있다.



[그림 4-4] 윤지영(2016)의 검사지 7번 문항

인지요소 1 사칙계산 및 식의 계산

인지요소 2 등식의 이해

인지요소 4 일차방정식 풀기(등식의 성질)

[표 4-14] 7번 문항이 요구하는 인지요소(윤지영, 2016)

다음으로 7번 문항은 방정식의 해를 구해야하는 문제다. 문항에서 요

구하는 인지요소들의 내용을 바탕으로 결과를 분석해보면, 사칙계산 및 

식의 계산을 숙달하고 있어야 하고(인지요소 1 숙달),  (등호)가 쓰인 등

식이 어떤 의미인지 알아야(인지요소 2 숙달) 주어진 방정식을 정리할 

수 있다. 그리고 좌변과 우변의 같은 값을 빼고 더해도 등식은 유지된다

는 점을 이용해 방정식의 해를 최종적으로 구해야(인지요소 4 숙달) 7번 

문항을 해결할 수 있다. 즉, 인지요소 1,2,4 모두를 숙달해야 7번 문항을 

해결할 수 있다. 그러므로 위 문항에 적합한 인지진단모형이 DINA 모형

으로 결정된 것은 적합하다고 볼 수 있다.

7번 문항도 마찬가지로 실제 응답데이터를 바탕으로 각 문항의 모수를 

추정한 결과, 가능한 인지요소 프로파일별 7번 문항에 대한 정답률을 조



사하면 [표 4-15]와 같다. 

P(000) P(100) P(010) P(001) P(110) P(101) P(011) P(111)
Item 7 0.0382 0.2748 0.0001 0.9999 0.9999 0.3574 0.9999 0.9999 

[표 4-15] 인지요소 프로파일별 윤지영(2016) 검사지 7번 문항의 정답률

위의 결과를 보면         로 모두 같

다. 그러므로 위의 정답률을 바탕으로 생각해보면 7번 문항은 DINA 모형의 

가정과 완벽하게 일치하지 않는 것으로 볼 수 있다. 덧붙여 위의 [표 4-13]을 

바탕으로 7번 문항을 분석해보면, 피험자는 인지요소 4만 숙달해도 7번 문항

을 해결할 수 있을 것으로 기대된다. 즉, 피험자가 등식의 성질을 바탕으로 

일차방정식을 풀 수 있다면, 7번 문항은 해결할 수 있을 것으로 기대된다. 하

지만 등식의 이해가 선행되어야 등식의 성질을 바탕으로 일차방정식을 풀 수 

있기 때문에 위의 결과는 올바른 결과가 아니라고 해석할 수 있다. 올바르지 

않은 결과가 나온 원인은 역시 인지요소가 불명확하게 선정되었거나, Q-행렬 

구성에 있어 오류가 있다고 추측할 수 있다.

[그림 4-6] 윤지영(2016)의 검사지 20번 문항



인지요소 1 사칙계산 및 식의 계산

인지요소 2 등식의 이해

인지요소 6 부등식의 이해

인지요소 8 일차부등식 풀기(부등식의 성질)

[표 4-16] 20번 문항이 요구하는 인지요소(윤지영, 2016)

마지막으로, 20번 문항은 부등식의 해를 구하는 문항이다. 문항에서 요

구하는 인지요소들의 내용을 바탕으로 결과를 분석해보면, 앞선 문제들

과 마찬가지로 기본적으로 사칙계산(인지요소 1) 및 등식의 이해(인지요

소 2)가 숙달되어야 문제를 해결할 수 있다. 그리고 이 문항은 부등식과 

관련된 문제이므로 부등호( )가 포함된 부등식에 대한 이해를 요구한

다(인지요소 6 숙달). 이제 피험자가   을 거쳐   


라는 해를 

구하기 위해서는 부등식의 성질을 숙달하고 있어야(인지요소 8 숙달) 한

다. 그러므로 이 문항도 DINA 모형이 적합한 인지진단모형이라고 결정

된 것은 적합하다고 볼 수 있다.

20번 문항도 마찬가지로 실제 응답데이터를 바탕으로 각 문항의 모수

를 추정한 결과, 가능한 인지요소 프로파일별 20번 문항에 대한 정답률

을 조사하면 [표 4-17]과 같다. 

Item 20

P(0000) P(1000) P(0100) P(0010) P(0001) P(1100) P(1010) P(1001)
0.0001 0.1917 0.1364 0.0322 0.3045 0.0683 0.0917 0.3187 
P(0110) P(0101) P(0011) P(1110) P(1101) P(1011) P(0111) P(1111)
0.0001 0.1567 0.2802 0.1968 0.2252 0.0001 0.7423 0.7546 

[표 4-17] 인지요소 프로파일별 윤지영(2016) 검사지 20번 문항의 정답률

위의 결과를 보면 인지요소 모두를 숙달했을 때() 문항을 해결할 확

률이 가장 높다. 그리고 인지요소 프로파일이 인 경우를 제외하면 문

항을 해결할 확률이 0.3과 비슷하거나 낮으므로 20번 문항은 어느 정도 DINA 



모형의 가정과는 일치한다고 해석할 수 있다. 그리고 20번 문항이 DINA 모형

을 따른다고 했을 때, 20번 문항의 slip 모수는 약 0.25가 되고 guess 모수는 

0.0001이 된다. 

윤지영(2016)의 응답데이터를 분석한 결과 역시 ACDM이 적합하다고 

결정된 문항들에 대해 각 문항의 모수를 추정한 결과 가능한 인지요소 

프로파일별 각 문항에 대한 정답률을 확인하면, 대부분의 문항들이 인지

요소를 숙달할수록 문항의 정답률이 선형적으로 증가하는 것을 확인할 

수 있다. 다만, 일부 문항의 각 인지요소 프로파일별 정답률을 확인해보

면 몇몇 문항은 정답률이 선형적으로 증가하지 않는 경우도 있었다. 예

를 들어 문항 3과 문항 22의 인지요소 프로파일별 정답률은 다음과 같

다.

Item 3
P(00) P(10) P(01) P(11)

0.5628 0.9313 0.8649 0.9999 

Item 
22

P(000000) P(100000) P(010000) P(001000) P(000100) P(000010) P(000001) P(110000) P(101000) P(100100) P(100010) P(100001) P(011000) P(010100) P(010010) P(010001)

0.0001 0.3861 0.0001 0.0001 0.9999 0.3326 0.9999 0.0001 0.0001 0.3052 0.5510 0.0001 0.0001 0.0001 0.2011 0.9999 

P(001100) P(001010) P(001001) P(000110) P(000101) P(000011) P(111000) P(110100) P(110010) P(110001) P(101100) P(101010) P(101001) P(100110) P(100101) P(100011)

0.0001 0.0001 0.4103 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.3961 0.7700 0.0001 0.0001 0.3477 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 

P(011100) P(011010) P(011001) P(010110) P(010101) P(010011) P(001110) P(001101) P(001011) P(000111) P(111100) P(111010) P(111001) P(110110) P(110101) P(110011)

0.0001 0.0001 0.0001 0.2262 0.2557 0.0001 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.6211 0.0001 0.0001 0.0001 0.7966 0.6173 

P(101110) P(101101) P(101011) P(100111) P(011110) P(011101) P(011011) P(010111) P(001111) P(111110) P(111101) P(111011) P(110111) P(101111) P(011111) P(111111)

0.9999 0.0001 0.0831 0.0001 0.0001 0.0001 0.5685 0.9999 0.0001 0.0001 0.4048 0.6422 0.3628 0.9999 0.9999 0.7863 

[표 4-18] 인지요소 프로파일별 윤지영(2016) 검사지 3번, 22번 문항의 정답률

우선, 3번 문항의 결과를 살펴보면 문항에서 요구하는 2개의 인지요소 중 

1개만 숙달한 경우의 정답률은 각각 0.9313, 0.8649로 상당히 높다. 즉, 모의

실험에서 문항의 질이 낮은 문항의 slip 모수를   로 설정한 점을 고려



하면,   인 경우에는 문항을 해결할 수 있다고 볼 수 있다. 그리

고 또 하나 주목할 점은 문항에서 요구하는 인지요소를 하나도 숙달하지 못

한 경우의 정답률은   로 0.5를 넘는 값이다. 그러므로 5번 문항

은 guess 모수가 매우 커 문항의 질이 낮다고 볼 수 있다.

다음으로 22번 문항의 결과를 보면 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙

달하지 못했음에도 불구하고 정답률이 0.9999인 경우가 있다. 하지만 인지요

소 모두를 숙달한 경우의 정답률은   으로 0.8에 못 미치는 

수준이다. 즉, 이 경우에는 문항에서 요구하는 인지요소 모두를 숙달하고 있

음에도 정답률이 0.8 아래로 하락하는 현상이 나타났다. 이 경우 역시 인지요

소 선정이나 Q-행렬 구성에 오류가 있다고 추측할 수 있다.

윤지영(2016)의 검사 전체에서 인지요소 프로파일별 각 문항에 대한 정

답률은 부록에 실어두었다.



제 장 논의 및 제한점

연구 결과를 종합했을 때, Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법은 어

느 정도 효율이 있다고 볼 수 있다. 문항에서 요구하는 인지요소의 개수

가 많을수록, ACDM이 생성모형인 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선

택의 TPR은 높아지는 것을 확인할 수 있었다. 특히, 문항에서 요구하는 

인지요소의 개수가 1개부터 6개까지 다양하게 설정한 Lee et al.(2011)의 

Q-행렬을 사용한 모의실험에서 확인할 수 있듯이, 문항의 질이 높은 경

우 DINA 모형, DINO 모형, ACDM을 생성모형으로 하는 경우 Wald 통계

량을 이용한 모형 선택 방법의 TPR은 70% 이상으로 높은 일치율을 보

이는 것을 확인할 수 있었다. 

하지만 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법의 몇 가지 한계를 확인

할 수 있었다. 모의실험 결과에서, Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 

정확도는 문항에서 요구하는 인지요소의 수, Q-행렬의 복잡성, 문항의 

질, 혼합모형/단일모형 기반 검사 여부 등에 영향을 받는 것으로 나타났

다. 그러나 이 연구에서 수행한 모의실험에는 제시된 문항수준 모형적합

도에 영향을 주는 요인들이 상호작용하였을 때 어느 정도의 정확도를 보

장하는지에 대해 명확한 가이드라인을 제시할 만큼 다양한 실험조건을 

시도하지 못하였다. 따라서 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 정확도에 

영향을 주는 요인들을 더 찾아보고 더 광범위한 모의실험을 통해 Wald 

검사의 성질을 더 확실하게 규명할 필요가 있다. 

구체적으로, 모의실험 3에서 ACDM의 경우 Wald 통계량을 이용한 모형 선

택의 TPR은 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 4개 이상인 경우 문항의 

질과 상관없이 거의 100%를 유지하고 있고, 문항에서 요구하는 인지요소의 

개수가 3개인 경우에도 상당히 높은 값을 보이고 있다. 다만, 문항에서 요구

하는 인지요소의 개수가 2개인 경우에는 모의실험 1과 2처럼 Q-행렬이 간단

한 경우와 다소 차이가 나타난다. 

우선, Q-행렬이 간단하고 문항에서 요구하는 인지요소의 개수가 2개인 문



항들로만 이루어진 검사를 사용한 모의실험 1의 경우 ACDM이 생성모형일 

때 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 문항의 질이 낮을 때는 69.3%, 

중간일 때는 62.6%, 높을 때는 59.8%로 점점 낮아지고 70%에 미치지 못하는 

수준이었다. 그래서 이러한 현상의 이유를 모수의 변화에 있다고 추측했었다. 

즉, 문항의 질이 높아짐에 따라 각 문항이 갖는 intercept 값 이 작아지고, 

그로 인해 ACDM이 가지는 모수와 DINA 모형, DINO 모형이 가지는 모수의 

차이가 작아져 ACDM이 생성모형임에도 불구하고 Wald 통계량에 의해 DINA 

모형 또는 DINO 모형이 적합한 모형이라고 결정되는 경우가 많아 ACDM이 

생성모형일 때 Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR이 작아지는 것이다. 

이와는 다르게 복잡한 Q-행렬을 사용한 모의실험 3에서는 문항에서 요구하

는 인지요소의 개수가 2개인 문항들의 경우만 보면, ACDM이 생성모형일 때 

Wald 통계량을 이용한 모형 선택의 TPR은 문항의 질이 낮을 때는 84.2%, 중

간일 때는 87.8%, 높을 때는 86.4%로 나타난다. 전반적으로 80%이상의 일치

율을 보이며 문항의 질이 중간일 때는 낮을 때보다 그 폭은 작지만 증가하는 

모습도 나타났다. 이러한 현상이 나타난 이유는 복잡한 Q-행렬을 사용한 경

우에 검사 전체에서 요구하는 인지요소도 더 다양하고, 인지요소를 많이 요

구하는 문항에 영향을 받는다고 추측할 수 있기 때문에 이에 대한 추가적인 

모의실험을 실시해볼 필요가 있다.

또 다른 측면의 한계점은 Wald 통계량은 상대 적합도 통계량이라는 

것이다. 그러므로 인지진단평가를 실시 할 때에는 모형적합도를 판단할 

수 있는 절대 적합도 통계량이나 다른 상대 적합도 통계량을 함께 사용

하여 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법을 보완할 필요가 있다. 절대 

적합도 통계량의 한 예로     통계량이 있다. Sorrel et al.(2017a)은 

   을 인지진단모형의 문항수준 절대 적합도 통계량으로 이용한다면, 

제1종 오류율은 유지되만, 검정력은 받아들일 수 없는 수준이라고 결론

지었다. 그러므로    을 바로 문항수준 적합도 통계량으로 사용하기

에는 무리가 있다. 하지만 Sorrel et al.(2017a)은 Wang et al.(2015)의 연

구를 언급하며    의 문제점 개선의 실마리를 언급하고 있어     

통계량을 이용하여 Wald 통계량을 이용한 모형 선택 방법의 정확도를 



개선할 수 있는 방법을 고려해볼 수 있다.

추가적으로 우도 비 검사는 대부분 문항반응이론 프레임워크에서 많이 

연구된 내용으로 아직 인지진단모형 프레임워크에서 많이 연구되지 않았

다. Sorrel et al.(2017a)에 의하면 우도 비 검사는 Wald 검사에 비해 계

산과정이 복잡하고 오래 걸린다는 단점이 있지만, 우도 비 검사가 Wald 

검사에 비해 강력하다고 주장했다. 그런데 우도 비 검사를 수행함에 있

어 우도는 검사수준에서 계산되기 때문에 이를 문항수준 모형적합도로 

사용하는 것이 타당한지에 대해서는 추가적인 연구가 필요하다.
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<부 록>

[부록 1] TIMSS 2007 응답데이터 분석 결과 - 인지요소 프로파일별 각 문항에 대한 정답률

P(0) P(1)

Item 2 0.0001 0.9999 
Item 9 0.5396 0.9999 

Item 24 0.1919 0.6877 
P(00) P(10) P(01) P(11)

Item 1 0.0001 0.9999 0.8051 0.9999 
Item 4 0.0001 0.1050 0.9999 0.9999 
Item 6 0.5816 0.9999 0.9999 0.9808 

Item 10 0.0001 0.9999 0.4594 0.9999 
Item 15 0.2909 0.6836 0.9339 0.9696 
Item 16 0.0724 0.4953 0.2651 0.9618 
Item 17 0.0001 0.0001 0.3735 0.9999 
Item 23 0.1214 0.5488 0.5650 0.9771 

P(000) P(100) P(010) P(001) P(110) P(101) P(011) P(111)
Item 3 0.0001 0.0105 0.4877 0.0001 0.9999 0.0001 0.9999 0.9999 
Item 5 0.1712 0.6205 0.4391 0.3086 0.9999 0.5851 0.7933 0.9730 
Item 7 0.0382 0.2748 0.0001 0.9999 0.9999 0.3574 0.9999 0.9999 

Item 12 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.9999 0.9999 0.9999 
Item 18 0.0001 0.2055 0.0001 0.9999 0.4941 0.9999 0.9999 0.9999 
Item 19 0.0001 0.0001 0.0001 0.2133 0.0001 0.9881 0.9999 0.9999 
Item 21 0.0001 0.1631 0.0001 0.0001 0.3218 0.0165 0.9999 0.4023 
Item 22 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.8328 0.3850 0.9999 0.9999 

P(0000) P(1000) P(0100) P(0010) P(0001) P(1100) P(1010) P(1001) P(0110) P(0101) P(0011) P(1110) P(1101) P(1011) P(0111) P(1111)

Item 11 0.2656 0.0629 0.2222 0.3402 0.0001 0.9002 0.2084 0.2574 0.9714 0.9606 0.2031 0.4027 0.0001 0.2101 0.0728 0.4788 

Item 13 0.0001 0.0001 0.9999 0.5801 0.5492 0.9737 0.7888 0.9999 0.6450 0.0872 0.9999 0.8341 0.9999 0.5001 0.9999 0.8938 

Item 20 0.0488 0.3807 0.3853 0.9999 0.9697 0.3665 0.5669 0.0001 0.9999 0.7775 0.1052 0.9999 0.4035 0.9999 0.6358 0.9999 

Item 25 0.2297 0.1222 0.9999 0.8013 0.3165 0.0001 0.9999 0.1576 0.9999 0.9999 0.5210 0.9999 0.4553 0.9611 0.9999 0.9999 



Item  8

P(00000) P(10000) P(01000) P(00100) P(00010) P(00001) P(11000) P(10100) P(10010) P(10001) P(01100) P(01010) P(01001) P(00110) P(00101) P(00011)

0.1661 0.2963 0.0001 0.0001 0.0001 0.3340 0.9999 0.2937 0.1462 0.1444 0.0001 0.9999 0.2540 0.9999 0.4671 0.0001 

P(11100) P(11010) P(11001) P(10110) P(10101) P(10011) P(01110) P(01101) P(01011) P(00111) P(11110) P(11101) P(11011) P(10111) P(01111) P(11111)

0.5112 0.0001 0.5147 0.4078 0.2294 0.9999 0.9999 0.0001 0.4085 0.0001 0.9999 0.9999 0.9999 0.0001 0.0001 0.7488 

Item 14

P(000000) P(100000) P(010000) P(001000) P(000100) P(000010) P(000001) P(110000) P(101000) P(100100) P(100010) P(100001) P(011000) P(010100) P(010010) P(010001)

0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.5861 0.0001 0.0001 0.2010 0.6262 0.3397 0.4257 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 

P(001100) P(001010) P(001001) P(000110) P(000101) P(000011) P(111000) P(110100) P(110010) P(110001) P(101100) P(101010) P(101001) P(100110) P(100101) P(100011)

0.4961 0.0001 0.0001 0.3574 0.0001 0.9999 0.0001 0.0419 0.9999 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.9999 0.0001 

P(011100) P(011010) P(011001) P(010110) P(010101) P(010011) P(001110) P(001101) P(001011) P(000111) P(111100) P(111010) P(111001) P(110110) P(110101) P(110011)

0.0001 0.7442 0.0001 0.0001 0.0001 0.3586 0.0001 0.0001 0.9999 0.9999 0.0001 0.9999 0.0001 0.9999 0.0001 0.9999 

P(101110) P(101101) P(101011) P(100111) P(011110) P(011101) P(011011) P(010111) P(001111) P(111110) P(111101) P(111011) P(110111) P(101111) P(011111) P(111111)

0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 0.0001 0.1315 0.0001 0.9999 0.9999 0.2111 0.9999 0.9999 0.0001 0.9999 0.8779 



[부록 2] 윤지영(2016)의 응답데이터 분석 결과 - 인지요소 프로파일별 각 문항에 대한 정답률

P(0) P(1)

Item 1 0.2969 0.9649 

Item 2 0.4125 0.9999 

P(00) P(10) P(01) P(11)

Item 3 0.5628 0.9313 0.8649 0.9999 

Item 4 0.3472 0.5430 0.5075 0.8773 

Item 10 0.2310 0.7991 0.8517 0.9999 

P(000) P(100) P(010) P(001) P(110) P(101) P(011) P(111)

Item 5 0.0001 0.7125 0.1359 0.8687 0.6805 0.7077 0.8480 0.9999 

Item 6 0.4255 0.9023 0.4940 0.3701 0.9604 0.9872 0.9999 0.9858 

Item 7 0.0001 0.9195 0.0001 0.7622 0.8997 0.8525 0.9999 0.9716 

Item 13 0.0001 0.7272 0.8916 0.9628 0.9860 0.9303 0.9999 0.9789 

Item 14 0.0704 0.2715 0.3148 0.3456 0.4001 0.5424 0.4359 0.8882 

P(0000) P(1000) P(0100) P(0010) P(0001) P(1100) P(1010) P(1001) P(0110) P(0101) P(0011) P(1110) P(1101) P(1011) P(0111) P(1111)

Item 8 0.0001 0.0001 0.1948 0.2512 0.0001 0.0001 0.1359 0.4158 0.0001 0.2431 0.0001 0.3037 0.9999 0.9999 0.2864 0.9999 

Item 9 0.0870 0.0001 0.3292 0.4692 0.0001 0.9999 0.9346 0.0001 0.0001 0.8749 0.2302 0.5164 0.8069 0.9999 0.3728 0.9926 

Item 15 0.0754 0.0001 0.0001 0.1479 0.2708 0.6297 0.4228 0.9999 0.3224 0.9461 0.4073 0.8102 0.7497 0.7934 0.4366 0.9879 

Item 16 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.6320 0.9302 0.0001 0.9999 0.8510 0.8728 0.9999 0.5794 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 

Item 18 0.2243 0.1783 0.2361 0.2030 0.5841 0.4085 0.9999 0.3811 0.9999 0.5110 0.9999 0.9004 0.9999 0.7855 0.3093 0.9999 

Item 19 0.1131 0.1712 0.0728 0.1164 0.1363 0.2702 0.6823 0.3160 0.6618 0.2576 0.0001 0.9676 0.8950 0.9999 0.7655 0.9897 

Item 20 0.0001 0.1917 0.1364 0.0322 0.3045 0.0683 0.0917 0.3187 0.0001 0.1567 0.2802 0.1968 0.2252 0.0001 0.7423 0.7546 



Item 11

P(00000) P(10000) P(01000) P(00100) P(00010) P(00001) P(11000) P(10100) P(10010) P(10001) P(01100) P(01010) P(01001) P(00110) P(00101) P(00011)

0.0001 0.2355 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.7055 0.0001 0.4555 0.0001 0.0001 0.4392 0.0001 0.0001 0.2983 0.0001 

P(11100) P(11010) P(11001) P(10110) P(10101) P(10011) P(01110) P(01101) P(01011) P(00111) P(11110) P(11101) P(11011) P(10111) P(01111) P(11111)

0.9999 0.8809 0.7609 0.0001 0.8597 0.9999 0.2161 0.0001 0.5503 0.9999 0.7360 0.0013 0.9349 0.9999 0.8079 0.9999 

Item 12

P(00000) P(10000) P(01000) P(00100) P(00010) P(00001) P(11000) P(10100) P(10010) P(10001) P(01100) P(01010) P(01001) P(00110) P(00101) P(00011)

0.0001 0.1771 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 0.9999 0.3832 0.9999 0.3938 0.0001 0.2350 0.9999 0.0001 0.3895 

P(11100) P(11010) P(11001) P(10110) P(10101) P(10011) P(01110) P(01101) P(01011) P(00111) P(11110) P(11101) P(11011) P(10111) P(01111) P(11111)

0.7803 0.9999 0.4802 0.9999 0.6338 0.9999 0.9999 0.7632 0.9999 0.9999 0.6086 0.9999 0.9999 0.8145 0.8228 0.9999 

Item 17

P(00000) P(10000) P(01000) P(00100) P(00010) P(00001) P(11000) P(10100) P(10010) P(10001) P(01100) P(01010) P(01001) P(00110) P(00101) P(00011)

0.0001 0.4714 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 0.6305 0.3308 0.0001 0.1514 0.0001 0.0001 0.1633 0.9999 0.4931 

P(11100) P(11010) P(11001) P(10110) P(10101) P(10011) P(01110) P(01101) P(01011) P(00111) P(11110) P(11101) P(11011) P(10111) P(01111) P(11111)

0.7258 0.9999 0.5127 0.0001 0.5866 0.7164 0.9999 0.0001 0.8351 0.2532 0.7297 0.4390 0.9999 0.8287 0.9999 0.9489 

Item 24

P(00000) P(10000) P(01000) P(00100) P(00010) P(00001) P(11000) P(10100) P(10010) P(10001) P(01100) P(01010) P(01001) P(00110) P(00101) P(00011)

0.0001 0.0001 0.0001 0.4490 0.4838 0.3970 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 0.6291 0.9999 0.3192 0.0001 0.1975 

P(11100) P(11010) P(11001) P(10110) P(10101) P(10011) P(01110) P(01101) P(01011) P(00111) P(11110) P(11101) P(11011) P(10111) P(01111) P(11111)

0.0001 0.6886 0.9999 0.9999 0.0001 0.0001 0.9999 0.9999 0.5335 0.0001 0.9999 0.9602 0.8083 0.9999 0.4185 0.9999 



Item 21

P(000000) P(100000) P(010000) P(001000) P(000100) P(000010) P(000001) P(110000) P(101000) P(100100) P(100010) P(100001) P(011000) P(010100) P(010010) P(010001)

0.1106 0.4390 0.0001 0.2107 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.1583 0.1123 0.5477 0.0001 0.0001 0.2442 0.9999 0.1363 

P(001100) P(001010) P(001001) P(000110) P(000101) P(000011) P(111000) P(110100) P(110010) P(110001) P(101100) P(101010) P(101001) P(100110) P(100101) P(100011)

0.0001 0.9999 0.0001 0.7419 0.4659 0.9999 0.0001 0.5355 0.9999 0.9472 0.8024 0.6126 0.6682 0.3474 0.6442 0.9999 

P(011100) P(011010) P(011001) P(010110) P(010101) P(010011) P(001110) P(001101) P(001011) P(000111) P(111100) P(111010) P(111001) P(110110) P(110101) P(110011)

0.0001 0.9999 0.5345 0.7773 0.9999 0.4838 0.9999 0.0001 0.9999 0.9999 0.9999 0.7248 0.3851 0.9999 0.9999 0.9999 

P(101110) P(101101) P(101011) P(100111) P(011110) P(011101) P(011011) P(010111) P(001111) P(111110) P(111101) P(111011) P(110111) P(101111) P(011111) P(111111)

0.7396 0.7459 0.6627 0.9999 0.0001 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.8393 0.9086 0.9063 0.9999 0.4488 0.9999 

Item 22

P(000000) P(100000) P(010000) P(001000) P(000100) P(000010) P(000001) P(110000) P(101000) P(100100) P(100010) P(100001) P(011000) P(010100) P(010010) P(010001)

0.0001 0.3861 0.0001 0.0001 0.9999 0.3326 0.9999 0.0001 0.0001 0.3052 0.5510 0.0001 0.0001 0.0001 0.2011 0.9999 

P(001100) P(001010) P(001001) P(000110) P(000101) P(000011) P(111000) P(110100) P(110010) P(110001) P(101100) P(101010) P(101001) P(100110) P(100101) P(100011)

0.0001 0.0001 0.4103 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.3961 0.7700 0.0001 0.0001 0.3477 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 

P(011100) P(011010) P(011001) P(010110) P(010101) P(010011) P(001110) P(001101) P(001011) P(000111) P(111100) P(111010) P(111001) P(110110) P(110101) P(110011)

0.0001 0.0001 0.0001 0.2262 0.2557 0.0001 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.6211 0.0001 0.0001 0.0001 0.7966 0.6173 

P(101110) P(101101) P(101011) P(100111) P(011110) P(011101) P(011011) P(010111) P(001111) P(111110) P(111101) P(111011) P(110111) P(101111) P(011111) P(111111)

0.9999 0.0001 0.0831 0.0001 0.0001 0.0001 0.5685 0.9999 0.0001 0.0001 0.4048 0.6422 0.3628 0.9999 0.9999 0.7863 



Item 23

P(000000) P(100000) P(010000) P(001000) P(000100) P(000010) P(000001) P(110000) P(101000) P(100100) P(100010) P(100001) P(011000) P(010100) P(010010) P(010001)

0.0001 0.0001 0.1207 0.4894 0.0001 0.9999 0.3521 0.0717 0.0001 0.5108 0.5504 0.4218 0.0001 0.0001 0.1997 0.1395 

P(001100) P(001010) P(001001) P(000110) P(000101) P(000011) P(111000) P(110100) P(110010) P(110001) P(101100) P(101010) P(101001) P(100110) P(100101) P(100011)

0.4326 0.9999 0.0001 0.8830 0.0001 0.0001 0.3054 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 0.2315 0.6496 

P(011100) P(011010) P(011001) P(010110) P(010101) P(010011) P(001110) P(001101) P(001011) P(000111) P(111100) P(111010) P(111001) P(110110) P(110101) P(110011)

0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.6927 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 0.9999 0.0001 0.1083 0.0001 0.5179 0.1036 0.7751 

P(101110) P(101101) P(101011) P(100111) P(011110) P(011101) P(011011) P(010111) P(001111) P(111110) P(111101) P(111011) P(110111) P(101111) P(011111) P(111111)

0.3565 0.0001 0.5431 0.0001 0.9999 0.0001 0.1260 0.9999 0.9999 0.0001 0.9999 0.3494 0.4542 0.3382 0.0001 0.6309 

Item 25

P(000000) P(100000) P(010000) P(001000) P(000100) P(000010) P(000001) P(110000) P(101000) P(100100) P(100010) P(100001) P(011000) P(010100) P(010010) P(010001)

0.0001 0.0001 0.1271 0.0001 0.2461 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.9999 0.1359 0.0001 0.9999 0.0001 0.0001 

P(001100) P(001010) P(001001) P(000110) P(000101) P(000011) P(111000) P(110100) P(110010) P(110001) P(101100) P(101010) P(101001) P(100110) P(100101) P(100011)

0.2147 0.9999 0.0001 0.0766 0.0001 0.9999 0.0001 0.7312 0.0001 0.4955 0.4372 0.3758 0.7150 0.9999 0.9999 0.6323 

P(011100) P(011010) P(011001) P(010110) P(010101) P(010011) P(001110) P(001101) P(001011) P(000111) P(111100) P(111010) P(111001) P(110110) P(110101) P(110011)

0.0001 0.0001 0.1013 0.0001 0.7958 0.9999 0.3291 0.9999 0.1270 0.9999 0.0001 0.0001 0.2603 0.0001 0.0001 0.3108 

P(101110) P(101101) P(101011) P(100111) P(011110) P(011101) P(011011) P(010111) P(001111) P(111110) P(111101) P(111011) P(110111) P(101111) P(011111) P(111111)

0.9999 0.9999 0.0001 0.0001 0.9999 0.3128 0.3387 0.0001 0.9999 0.9999 0.9311 0.8821 0.7112 0.0001 0.7008 0.9195 
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