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초    록 

 
해양 자원의 개발 제약은 기술 발전으로 해결되고 있으며, 깊은 수심에

서 유전개발 필요성이 강조되고 있다. 특히 해양 유전에서 가장 중요한 유연 라

이저는 지면에 고정되어 있지 않고, 수면을 관통하고 있어 파도 및 조류에 의해 

와류기인진동(Vortex Induced Vibration; VIV)이 발생한다. 이로 인해 반복된 

진동으로 피로파괴 예측을 위해 수중 라이저의 진동수와 진폭의 파악이 중요하

다. 본 논문은 유체-구조 연성(Fluid-Structure Interaction; FSI)의 기법 중 

하나인 Wake Oscillator Model을 이용하여 균일류 내 유연한 실린더의 동적거

동을 수치해석 기법을 이용해 해석한다. 진폭 관점에서 Single Van der Pol 식

을 사용하여 실린더의 Span에 따른 다양한 진동 모드 중첩을 통해 RMS 변위

의 비대칭성 구현과 RMS 변위 및 최대 진폭을 예측할 수 있다. 다음으로, 진동

수관점에서 Single Van der Pol 식의 진동수 항을 구조 변위 및 시간에 대한 함

수로 변경한 Broadband Frequency Van der Pol식을 사용함으로써 수중 라이

저 VIV 광대역주파수를 구현하여 정확한 진동수를 예측할 수 있다. 개발한 수b

치해석 방법을 활용함으로써 높은 정확도의 수중 라이저의 피로수명 예측이 가

능했다.  

주요어 : 유체구조연성(FSI), 와류기인진동응답(VIV), 수중 라이저, 유연 

실린더, 피로파괴, Wake Oscillator 모델, Van der Pol 식 

학   번 : 2021-29869 
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1. 서  론 
 

 

1.1 연구배경 및 목적 
 

해양 자원의 개발제약은 기술발전으로 해결되고 있으며, 깊은 

수심에서 유전개발 필요성이 강조되고 있다. 특히 해양유전에서 가장 

중요한 수중 라이저는 지면에 고정되어 있지 않고, 수면을 관통하고 

있어 파도 및 조류에 의해 와류기인진동 (Vortex Induced Vibration; 

VIV)이 발생한다. 와류기인진동은 유동 내 구조물에서 좌우로 번갈아 

와류가 떨어져 나가는 와류박리 (Vortex Shedding)로 인해 발생한다. 

와류박리로 인한 유동 내 반복적인 압력변화로 구조진동이 발생하게 

되고, 이를 와류기인진동이라고 한다. 와류기인진동은 러더, 수중 파이프 

등 유동내 모든 구조물에 일어난다. 수중 라이저는 수중에 설치되는 

특성상 수리 및 교체에 많은 비용이 필요하다. 따라서 유전의 수명, 

금속의 부식, 해류 및 파도 세기 등을 고려한 수중 라이저의 수명예측이 

중요하다. Baarholm et al. (2006) 를 통해 수중 라이저의 수명예측에 

와류기인진동 응답이 좋은 지표가 될 수 있음이 밝혀졌다. 

와류기인진동으로 인한 수중 라이저의 피로수명 예측을 위해 

구조수명예측에 보편적으로 이용되는 구조피로파괴식 (Miner Rule)을 

사용한다. Miner Rule을 이용한 구조수명예측을 위해 구조에 가해지는 

응력의 범위, 반복횟수가 필요하며 이들은 각각 구조의 변위, 구조의 
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진동수를 이용해 유도할 수 있다. 즉, 수중 라이저의 피로수명을 

예측하기 위해선 수중 라이저 와류기인진동응답의 진폭 및 진동수 

파악이 중요하다. 

수중 라이저의 진폭 및 진동수를 구하기 위해선 실험을 이용한 

방법과 수치해석을 이용하여 구하는 방법, 마지막으로 상용프로그램을 

이용한 방법이 있으며 선행연구 예를 표1에 정리하였다. 실험을 이용한 

방법으론 McNeill et al. (2014), Devaney et al. (2018), Wang et al. 

(2022) 등이 있다. 하지만 실험을 통한 방법은 비용이 많이 들고, 

원하는 스케일의 실험이 제한되며, 실험결과를 다른 조건에 적용할 수 

없다는 일반화 문제점이 있다. 수치해석을 이용한 방법으로는 첫번째로 

유체력을 구하기 위해 각각의 Mesh 단위에 Navier-Stokes 식을 

적용하는 전산유체역학 (CFD)를 이용하는 방법이 있다. Postnikov et al. 

(2017), Jin et al. (2023)등이 CFD를 이용하여 실린더의 

와류기인진동을 구현하였다. 하지만 CFD를 이용한 방법은 계산비용이 

많이 들고, CFD-PEM을 이용한 FSI 해석결과 진동수 및 진폭이 

실험결과와 잘 일치하지 않아 현재 정확한 피로수명 예측은 불가능한 

상황이다. 마지막 상용프로그램을 이용한 방법으로는 Kim et al. (2018), 

Chang et al. (2019), Sivaprasad et al. (2023)이 있다. 상당히 정확한 

변위와 진동수를 예측할 순 있지만, 단일 진동수에 대한 해석밖에 하지 

못한다는 단점이 있다. 이를 해결하기 위해서 경험식을 이용한 비선형 

이론모델을 사용하는 방법이 있다 CFD에 비해 계산비용이 저렴하고 
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유동식의 계수 조절을 통해 비교적 쉽게 물성치를 조절할 수 있는 

장점이 있다. 그리하여 본 연구에서는 실린더 와류기인진동 구현에 

보편적으로 쓰이는 모델인 Wake Oscillator Model을 이용하여 수중 

라이저의 와류기인진동을 구현하려고 한다. Wake Oscillator Model은 

유동의 흐름과 수직방향인 (Crossflow) 방향 1개 자유도 (1 

자유도계)를 가진 단단한 (Rigid) 실린더의 와류기인진동 구현에 널리 

사용되었다. Facchinetti et al. (2004), De Langre (2006), Ogink & 

Metrikine (2010) 등이 Wake Oscillator Model식을 발전시켜 실린더의 

와류기인진동 구현에 사용하였다. 최근에는 해양공학의 발달로 

심해유전의 중요성이 늘면서 수중 라이저의 와류기인진동 구현이 

필요하다. 따라서 Crossflow 방향뿐 아니라 유동의 흐름방향 

(Inline)까지 구현이 가능한 2자유도계 유연 (Flexible) 실린더의 

와류기인진동 이론적 모델이 연구되었다. 2자유도계 유연 실린더를 

구현하는데 사용된 방법은 Van der Pol 식을 각각의 방향에 독립적으로 

사용하여 실린더의 와류기인진동을 구현한 Discrete Van der Pol 식이 

주로 사용되었다. 현재까지 Discrete Van der Pol식을 이용한 2DOF 

유연 실린더의 연구 상황은 표2와 같다. 

본 연구에서는 수중 라이저의 피로수명예측을 위해 수중 라이저 

와류기인진동의 정확한 진폭 및 진동수를 구현하고자 한다. 더 정확한 

와류기인진동을 구현하기 위한 방법으로 Qu & Metrikine (2020)가 

2자유도계 단단한 실린더에 적용한 Single Van der Pol식을 유연 
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실린더에 적용하였다. 또한 광대역 주파수 성분을 구현하기 위해 Single 

Van der Pol 식을 기반으로 Broadband (BF) Van der Pol 식을 

개발하였다. 개발한 유동식을 활용함으로써 높은 정확도의 수중 라이저 

피로수명 예측이 가능하다. 

 

1.2 논문 구성 
 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에는 수중 라이저 

와류기인진동 해석을 위해 필요한 이론적 배경들을 정리하였다. 수중 

라이저의 와류기인진동을 해석하기 위해 필요한 수중 라이저 

구조지배방정식, 와류방정식에 대해 정리하였다, 3장에선 와류기인진동 

진폭 및 진동수 해석값을 이용하여 수중 라이저의 구조피로도를 

해석하기 위한 구조피로파괴식에 대해 정리하였다. 4장에는 앞선 배경 

이론을 토대로 수중 라이저의 와류기인진동을 해석하기 위한 수치해석 

적용 및 Matlab코드 작성, Span별 RMS 변위 해석, 광대역주파수 

해석결과를 선행실험 값과 검증하였다. 5장에는 앞서 구한 수중 라이저 

진폭 및 진동수값을 이용하여 대상 유속별 수중 라이저 Span별 

구조피로수명을 예측하고 기존 방법대비 개선점을 확인하였다. 또한 

대상 유속별 수중 라이저 피로파괴부위를 예측하였다. 그 후 실제 

스케일 수중 라이저에 대한 피로파괴 해석을 하였다. 그림3에 순서도로 

위 내용들을 정리하였다. 마지막으로 6장에선 결론에 대해 정리하였다.  
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Figure 1 수중 라이저 피로파괴 사례 
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Table 1 수중 라이저 피로파괴 예측 선행연구 사례 
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Table 2 Wake Oscillator Model을 이용한 2DOF 실린더 와류기인진동 선행연구 
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Figure 2 본 논문의 수중 라이저 구조피로도 예측 방법 
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2. 수중 라이저 와류기인진동해석 방법 
 

 

2.1 도입 
 

와류기인진동 (Vortex Induced Vibration; VIV)이란 유동 내 

구조물 후류에 좌우로 번갈아가며 와류가 떨어져 나가는 와류박리 

(Vortex Shedding)가 발생하면서 생긴다. 반복적인 와류 박리로 인해 

구조물 주위 유동장에 반복적인 압력변화가 나타나게 되고, 이로 인해 

구조물이 반복적으로 진동하게 된다. 와류기인진동은 전봇대의 전선의 

진동, 차량 안테나의 진동 등 일상생활에서도 쉽게 접할 수 있는 

현상이다. 특히 수중 구조물의 경우 해류 및 파도로 인해 상시 유동의 

흐름이 발생하게 되고, 공기보다 밀도가 큰 해수의 특성상 

와류기인진동의 효과가 더 커지게 된다. 

수중 라이저의 와류기인진동 구현을 위한 경험적 모델로 Wake 

Oscillator Model을 사용한다. Wake Oscillator Model은 유체-구조 

연성기법 (Fluid-Structure Interaction; FSI)기법 중 하나이며, 실린더 

와류기인진동 해석에 사용되는 보편적인 이론 모델이다. Brikhoff 

(1953)이 처음으로 제안한 모델이며. 크게 실린더의 구조식과 와류식 

2개로 나뉜다. 두 식의 구조 변수와 와류변수가 시간에 따라 서로 

영향을 미치며 유동의 와류박리와 구조의 와류기인진동을 구현하는 
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방식이다. 따라서 다음절에 수중 라이저의 와류기인진동을 구현하기 

위한 수중 라이저의 구조지배방정식과 와류방정식에 대해 설명한다 
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Figure 3 원형 실린더의 와류박리 
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2.2 수중 라이저 구조지배방정식 
 

2개 방향의 자유도 (2DOF)를 가진 수중 라이저에 대한 

구조지배방정식을 세워야 한다. 2개의 자유도를 가졌기 때문에 Inline 

방향과 Crossflow 방향 2개 방향에 대해 각각의 지배 방정식을 

고려해야 한다. 

 

2.2.1 보-스트링 이론 
 

수중 라이저는 직경에 비해 길이가 1000배 이상 길다. 그렇기 

때문에 수중 라이저는 두께 효과를 무시한 보로 가정할 수 있다. 보는 

종축을 따라 측면 하중을 전달하는 구조물로 변형은 굽힘뿐이며 

1차원적 특징을 가지고 있다. 식(1)과 같이 굽힘을 통하여 보의 

모멘트를 구할 수 있다. 

 

𝑀(𝑥) = 𝐸𝐼
1

𝜌
= 𝐸𝐼

𝑑𝜃

𝑑𝑥
= 𝐸𝐼

𝑑2𝑣(𝑥)

𝑑𝑥2
 

 

(2.2.1) 

𝑀은 보에 가해지는 모멘트, 𝐸𝐼는 보의 굽힘 강성, 𝜌는 보의 곡률 반지름, 

𝜃는 보의 굽혀진 각도, 𝑣는 보의 변위이다. 그림5와 같이 보에 가해지는 

전단력 𝑤와 모멘트 𝑀사이에는 식(2.2.2)와 같은 관계식이 성립한다. 
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Figure 5 1D Beam에서 전단력과 모멘트의 관계 

Figure 4 장력을 받고 있는 스트링의 굽힘 
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𝑤(𝑥) = −
𝑑2𝑀(𝑥)

𝑑𝑥2
= −𝐸𝐼

𝑑4𝑣(𝑥)

𝑑𝑥4
 (2.2.2) 

 

이를 통해 보의 굽힘에 의한 전단력의 크기를 구할 수 있다. 또한 수중 

라이저는 장력을 받기 때문에 스트링의 성질도 가지고 있다. 그림4와 

같이 장력 𝑇을 받고 있는 스트링의 수직응력 𝑠는 식(3)과 같다. 

 

𝑠(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑇
𝑑𝑣(𝑥)

𝑑𝑥
) (2.2.3) 

 

이를 종합하면 장력을 받는 보는 장력을 받는 스트링의 특성을 가진 

보-스트링으로 생각할 수 있다. 즉, 아무 외력이 없다고 가정할 때 보 

구조지배방정식은 식(2.2.4)와 같다. 

 

m
∂2𝑣

∂𝑡2
= 𝑤(𝑥) + 𝑠(𝑥) = −𝐸𝐼

𝑑4𝑣(𝑥)

𝑑𝑥4
+
𝑑

𝑑𝑥
(𝑇
𝑑𝑣(𝑥)

𝑑𝑥
) (2.2.4) 

 

하지만 수중 실린더는 물속에 있기 때문에 그림6과 같이 유체의 

감쇠력(Damping Force) 및 유체역학적힘(Hydrodynamic Force)이 

추가로 가해진다. 이를 정리하여 식(2.2.5)로 나타내면 다음과 같다. 
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{
 

 m
∂2𝑋

∂𝑡2
+ C

∂X

∂t
+ 𝐸𝐼

∂4X

∂Z4
−
∂

∂Z
(Θ

∂X

∂Z
) = 𝐹𝑋(𝑍, 𝑡)

m
∂2𝑌

∂𝑡2
+ C

∂Y

∂t
+ 𝐸𝐼

∂4Y

∂Z4
−
∂

∂Z
(Θ

∂Y

∂Z
) = 𝐹𝑌(𝑍, 𝑡)

 (2.2.5) 

 

X , Y 는 각각 수중 라이저의 유동에 대한 Inline 방향, Crossflow 

방향변위, Z는 Span방향 성분, C는 유체의 감쇠계수, m은 수중 라이저의 

길이당 질량, EI 는 굽힘 강성, Θ 는 장력, F 는 길이당 가해지는 

유체역학적 힘이다. 

 

2.2.2 수중 라이저에 가해지는 유체력 

 

유체역학적 힘 F는 다음과 와류에 의한 힘과 점성에 의한 

관성력으로 나눌 수 있다. 

 

{
 

 𝐹𝑋 = 𝐹𝑉𝑋 + 𝐹𝐴𝑋 =
1

2
𝜌𝐷𝑉2𝐶𝑉𝑋(𝑍, 𝑡) − 𝑚𝑎

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2

𝐹𝑌 = 𝐹𝑉𝑌 + 𝐹𝐴𝑌 =
1

2
𝜌𝐷𝑉2𝐶𝑉𝑌(𝑍, 𝑡) − 𝑚𝑎

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2

 (2.2.6) 

 

ρ는 유체의 밀도, D는 실린더 직경, V는 자유유동 속력이다. 𝐶𝑉𝑋와 𝐶𝑉𝑌는 

각각 Inline 방향, Crossflow 방향의 유체력 계수이다. 𝑚𝑎는 유체에 의한 

실린더 길이당 Added Mass이다. Added Mass란 유체내 물체가 움직일 

때, 물체와 유체가 같은 공간에 동시에 존재할 수 없으므로 물체가 유체

에 대해 상대적인 가속도를 가지게 되면 물체를 둘러싼 유체도 가속도가 
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생기게 된다. 이때 유체가 가속하는데 필요한 힘은 물체로부터 받아야 

하며, 이것이 마치 물체에 추가적인 질량이 생긴 것과 같은 효과를 낸다

고 하여 생긴 개념이다. 그림7과 같이 수중 라이저와 같은 실린더 형상

의 경우 Added mass의 크기는 𝑚𝑎 =
𝐶𝑎𝜋𝜌𝐷

2

4
이다. 𝐶𝑎는 Added Mass 계

수로 원형 실린더 형상의 경우 𝐶𝑎 = 1 이라는 것이 알려져 있다

(Newman, 1977). 식(2.2.5)과 식(2.2.6)를 이용하면 식(2.2.7)의 구조 

지배방정식을 유도할 수 있다. 

 

실린더에 가해지는 유체력 𝐹𝑋와 𝐹𝑌은 시간에 따라 변하는 변수이며, 크게 

시간에 관계없이 작용하는 Mean Force 성분과 시간에 따라 0을 중심으로 

진동하는 Fluctuating Force 성분의 합으로 나타낼 수 있다. Facchinetti et 

al. (2004)가 양력에 대한 Fluctuating Force 성분을 정리하였다. 

마찬가지로 Ogink & Metrikine (2010)이 입사각이 작을 때 실린더에 

작용하는 순간적인 항력을 실험결과와 일치하도록 Mean Force와 

Fluctuating Force로 성분으로 나누어 정리하였다. 실린더에 가해지는 

순간적인 항력 𝐹𝑉𝐷와 양력𝐹𝑉𝐿는 실린더와 유동간의 상대속력 𝑈로 다음과 

같이 나타낼 수 있다. 

 

{
 

 (m +𝑚𝑎)
∂2𝑋

∂𝑡2
+ C

∂X

∂t
+ 𝐸𝐼

∂4X

∂Z4
−
∂

∂Z
(Θ

∂X

∂Z
) =

1

2
𝜌𝐷𝑉2𝐶𝑉𝑋(𝑍, 𝑡)

(m +𝑚𝑎)
∂2𝑌

∂𝑡2
+ C

∂Y

∂t
+ 𝐸𝐼

∂4Y

∂Z4
−
∂

∂Z
(Θ

∂Y

∂Z
) =

1

2
𝜌𝐷𝑉2𝐶𝑉𝑌(𝑍, 𝑡)

 (2.2.7) 

  



 

 17 

 

Figure 6 유체력 및 장력을 받는 수중 라이저 모식도 
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𝐹𝑉𝐷 =
1

2
𝜌𝐷𝑈2𝐶𝑉𝐷 (2.2.8) 

𝐹𝑉𝐿 =
1

2
𝜌𝐷𝑈2𝐶𝑉𝐿 (2.2.9) 

𝑈 = √(𝑉 −
𝑑𝑋

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑𝑌

𝑑𝑡
)
2

 (2.2.10) 

 

여기서 𝐶𝑉𝐷와 𝐶𝑉𝐿은 각각 순간적인 항력계수와 양력계수를 의미한다. 

이를 이용하여 와류에 의한 Inline 성분과 Crossflow 성분 힘 𝐹𝑉𝑋와 

𝐹𝑉𝑌를 그림9와 같이 식(2.2.11), 식(2.2.12)와 같이 나타낼 수 있다. 

 

𝐹𝑉𝑋 =
1

2
𝐶𝑉𝐿𝜌𝐷𝑈

2 sin𝛽 +
1

2
𝐶𝑉𝐷𝜌𝐷𝑈

2 cos𝛽 (2.2.11) 

𝐹𝑉𝑌 =
1

2
𝐶𝑉𝐿𝜌𝐷𝑈

2 cos𝛽 +
1

2
𝐶𝑉𝐷𝜌𝐷𝑈

2 sin𝛽 (2.2.12) 

 

β는 자유유동 V와 유동-구조 상대속력 U사이의 각도이고, 다음과 같은 

관계식을 가진다. 

 

sinβ= −
𝑑𝑌

𝑑𝑡
𝑈⁄  (2.2.13) 

cosβ= (𝑉 −
𝑑𝑋

𝑑𝑡
) 𝑈⁄  (2.2.14) 

 

이를 식(2.2.11)과 식(2.2.12)에 대입하면 식(2.2.15)와 식(2.2.16)을 



 

 19 

유도할 수 있다.  

 

𝐶𝑉𝑋 = −𝐶𝑉𝐿
𝑑𝑌

𝑑𝑡
𝑈⁄ + 𝐶𝑉𝐷 (𝑉 −

𝑑𝑋

𝑑𝑡
) 𝑈⁄  (2.2.15) 

𝐶𝑉𝑌 = 𝐶𝑉𝐿 (𝑉 −
𝑑𝑋

𝑑𝑡
) 𝑈⁄ − 𝐶𝑉𝐷

𝑑𝑌

𝑑𝑡
𝑈⁄  (2.2.16) 

 

 

와류에 따른 𝐶𝑉𝐷와 𝐶𝑉𝐿값을 구하면 구조지배 방정식을 구할 수 있다.  
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Figure 7 수중 라이저의 Added Mass 

Figure 8 실린더 형상별 Added Mass  
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Figure 7. 항력, 양력, Crossflow, Inline방향 유체력의 성분 분해  
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2.3 수중 라이저 와류방정식 
 

2.3.1 Van der Pol 식 
 

Wake Oscillator Model을 이용하여 실린더의 VIV를 구현할 때 

사용되는 유동식은 와류박리를 모사하는 Van der Pol식을 이용한다. 와

류박리를 모사하여 유체력을 구현하기 위해 스스로 가진(Self-Exciting) 

및 제한(Self-Limited)하는 비선형 방정식인 Van der Pol식이 제안되었

다. (Bishop & Hassan, 1964) 1DOF Crossflow 방향 실린더를 모사할 

때 사용되는 Van der Pol 식은 식(2.3.1)와 같다. (Facchinetti et al., 

2004) 

 

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝜔𝑠(𝑞

2 − 1)
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 𝜔𝑠

2𝑞 =
𝐴

𝐷

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
 (2.3.1) 

 

q는 와류변수, 𝜔𝑠는 와류박리진동수이다. 여기서 𝜔𝑠 =
2𝜋𝑆𝑡𝑉

𝐷
이다. 𝑆𝑡는 

Strouhal수이다. 𝐴와 𝜀는 경험적 계수이다. Van der Pol 식은 q에 대해

서 Mass-Spring-Damper Model과 유사하다. 각각 대응되는 항들을 

살펴보면  𝜀는 와류의 감쇠에 관한 매개변수임을 알 수 있다. Mass-

Spring-Damper Model와 가장 큰 차이점으로는 감쇠항의 (𝑞2 − 1)으로 

인해 와류변수의 진폭이 크면 감쇠로 인해 진폭이 줄어들고, 진폭이 충

분하지 않으면 감쇠가 음수가 되어 오히려 진폭이 커진다. 이를 통해  
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Figure 8 Van der Pol 식의 Self-Excited/Limited 특성(Almog,2010) 
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그림10과 같이 Van der Pol식의 자가 가진 (Self-Exciting), 자가 제한 

(Self-limiting)하여 진폭의 크기가 일정해지는 특성을 확인할 수 있고, 

이것이 와류박리의 특성과 일치한다. 와류변수 q에 따라 실린더에 가해

지는 양력계수의 크기가 다음과 같은 𝐶𝑉𝐿 =
1

2𝑞𝐶𝐿0
으로 정해지며, 𝐶𝐿0는 

고정된 실린더에서 측정된 최대 양력계수이다. 다음은 수중 라이저 해석

상황과 같은 Crossflow 방향과 Inline 방향 2DOF 실린더의 와류기인진

동을 구현하기 위해 고안된 Van der Pol 식을 알아본다. 

 

2.3.2 Discrete Van der Pol 식 
 

2DOF 실린더를 모사하기 위해선 Crossflow 방향뿐만 아니라 

Inline 방향에 대한 유동식이 필요하다. Gao et al. (2021), Zhu et al. 

(2022)는 Crossflow 방향과 Inline 방향에 각각 별개의 Wake 

Oscillator Model 을 사용하여 2DOF 유연 (Flexible) 실린더의 와류기

인진동을 구현하였다. 이를 Discrete Van der Pol 식이라 하며 식(2.3.2)

과 같다. 

 

{
 

 
𝑑2𝑝

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝑥𝜔𝑠(𝑝

2 − 1)
𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ 4𝜔𝑠

2𝑝 =
𝐴𝑥
𝐷

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝑦𝜔𝑠(𝑞

2 − 1)
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 𝜔𝑠

2𝑞 =
𝐴𝑦

𝐷

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2

 (2.3.2) 

 

구조지배방정식 식(2.2.7)과 와류방정식 식(2.3.2)의 관계를 살펴보면 

Inline 구조변위성분 𝑋 , 와류변수 𝑝 가 서로 하나의 Wake Oscillator 
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Model로 묶여있고, Crossflow 구조변위성분 𝑌, 와류변수 𝑞가 다른 항의 

Wake Oscillator Model로 묶여 있음을 확인할 수 있다. 그림11과 같이 

Inline방향 성분과 Crossflow방향 성분사이에는 어떠한 커플링 

(Coupling)이 없다. 즉 Inline방향 성분과 Crossflow방향은 서로 간섭

없이 독립적으로 와류기인진동이 구현된다. Trim et al. (2005)의 실험과 

같은 조건의 Discrete Van der Pol 해석결과를 그림12에 나타내었다. (a)

는 Crossflow방향 Span별 RMS 변위이고 (b)는 Inline방향 Span별 

RMS 변위이다. 실험값에 비해 해석값은 RMS 변위의 비대칭성이 구현

되지 않는 것을 확인할 수 있다. 이는 와류기인진동의 Inline과 

Crossflow방향간 주요 모드의 간섭이 없이 독자적으로 하나의 주요모드

만 나타나기 때문이다. 그렇기 때문에 정확한 변위를 구하기 위해선 

RMS 변위의 비대칭성이 구현되어야 하며, Inline과 Crossflow방향 간 

간섭이 일어나 여러가지 모드가 중첩 구현되어야 한다. 이를 보안하기 

위해 Qu & Metrikine (2020)가 제안한 Single Van der Pol식을 사용한

다. 

 

2.3. Single Van der Pol 식 
 

Qu & Metrikine (2020)는 Discrete Van der Pol 식의 한계점인 

Inline방향 성분과 Crossflow방향 성분의 커플링이 없다는 점을 해결하

기위해 스프링에 달려있는 단단한 (Rigid) 실린더에 대해 Single Van 

der Pol 식을 고안하였다. Single Van der Pol 식은 그림13과 같이 와류
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박리로 인한 유체력을 구조물에 Inline 방향으로 매달린 진자로 인해 받

는 힘으로 가정하여 설명한다. 진자의 길이는 와류박리주파수와 동일하

게 설정하면 오직 진자의 각도 𝜙 하나만으로 구조물에 가해지는 Inline

방향 성분과 Crossflow방향 성분의 유체력을 설명 및 구현할 수 있다. 

구조물의 질량을 𝑚𝑠, 진자의 질량을 𝑚𝑓, 스프링계수를 𝑘𝑠 진자의 길이를 

𝐿 구조물의 Inline, Crossflow 방향 변위를 각각 𝑋, 𝑌라고 하면 라그랑

지안 공식을 이용하여 다음과 같은 운동방정식을 세울 수 있다.  

 

(𝑚𝑠 +𝑚𝑓)
𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
+ 𝑘𝑠X = 𝑚𝑓𝐿 (𝜙

𝑑2𝜙

𝑑𝑡2
+ (

𝑑𝜙

𝑑𝑡
)
2

) (2.3.2) 

(𝑚𝑠 +𝑚𝑓)
𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
+ 𝑘𝑠𝑌 = −𝑚𝑓𝐿

𝑑2𝜙

𝑑𝑡2
 (2.3.3) 

𝑚𝑓𝐿
2
𝑑2𝜙

𝑑𝑡2
+𝑚𝑓𝑔𝐿𝜙 −𝑚𝑓𝐿

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
𝜙 = −𝑚𝑓𝐿

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
 (2.3.4) 

 

다음 관계식을 이용하여 식들을 식(2.3.5)와 같이 무차원화 시키면 식

(2.3.6)부터 식(2.3.8)까지 구할 수 있다. 

 

𝜏 = 𝑡𝜔𝑛;    𝛺 =
𝜔𝜙

𝜔𝑛
;    𝑥 =

𝑋

𝐷
;    𝑦 =

𝑌

𝐷
; (2.3.5) 

여기서 𝜔𝑛 = √
𝑘𝑠

(𝑚𝑠+𝑚𝑓)
, 𝜔𝑛 = √

𝑚𝑓𝑔

(𝑚𝑓𝐿)
이다. 

 

𝑥̈ + 𝑥 = 𝑀(𝜙̈𝜙 + 𝜙̇2) (2.3.6) 

𝑦̈ + 𝑦 = −𝑀𝜙̈ (2.3.7) 
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𝜙̈ + 𝛺2𝜙 − 𝑥̈𝜙 = −𝑦̈ (2.3.8) 

여기서 𝑀 =
𝑚𝑓𝐿

(𝑚𝑠+𝑚𝑓)𝐷
 이다. 

진자의 질량 𝑚𝑓 을 음의 질량 −𝑚𝑓 로 치환하면 식(2.3.8)부터 

식(2.3.11)까지 구할 수 있다. 

 

𝑥̈ + 𝑥 = −𝑀(𝜙̈𝜙 + 𝜙̇2) ≅ 𝑀𝜙̈ (2.3.9) 

𝑦̈ + 𝑦 = 𝑀𝜙̈ (2.3.10) 

𝜙̈ + 𝛺2𝜙 − 𝑥̈𝜙 = −𝑦̈ (2.3.11) 

 

Wake Oscillator Model 과 굉장히 유사한 형태의 구조식 2 개와 

와류방정식 1 개가 나타남을 확인할 수 있다. 여기서 와류식에 대응되는 

식(2.3.11)을 와류방정식으로 다시 쓰면 식(2.3.12)을 구할 수 있다. 

𝑞̈ + 𝜀(𝑞2 − 1)𝑞̇ + 𝑞 − 𝑘𝑥̈𝑞 = 𝐴𝑦̈ (2.3.12) 

 

마지막으로 높은 주파수대역에서 Inline 방향 변위의 안정화를 위해 

𝑥̈𝑞를 
𝑥̈

1+𝑥̈2
𝑞로 치환하면 최종적인 Single Van der Pol 식인 식(2.3.13)를 

구할 수 있다. 

 

𝑞̈ + 𝜀(𝑞2 − 1)𝑞̇ + 𝑞 − 𝑘
𝑥̈

(1 + 𝑥̈2)
𝑞 = 𝐴𝑦̈ (2.3.13) 
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그림 14 와 같이 Single Van der Pol 식은 하나의 와류방정식 및 

와류변수만을 이용하여 Inline 방향과 Crossflow 방향의 와류로 인한 

유체력을 설명할 수 있고, Inline 변위와 Crossflow 변위 성분 𝑥 . 𝑦 

모두 들어있어 각 방향 간의 커플링이 강화됨을 확인할 수 있다. 

단단한(Rigid) 실린더에 대해 해석한 결과는 그림 15 에 나와있다. (a)는 

Crossflow 방향 유속별 진폭, (b)는 Inline 방향 유속별 진폭, (c)은 

유속별 와류기인진동수를 나타낸다. 진폭과 진동수 관점에서 실험결과 

(Jauvtis and Williamson, 2004)와 상당히 잘 일치함을 확인할 수 있다. 

특히 Inline방향 유속별 진폭에서 Crossflow방향의 공진으로 인한 진폭 

증가가 확인되는점, 유속별 진동수 그래프에서 Inline, Crossflow 모든 

방향에 대한 Lock-in 현상이 나타나는 것으로 보아 두 방향 사이의 

커플링이 잘 되어있음을 확인할 수 있다. 따라서 단단한 실런더에만 

적용되었던 Single Van der Pol 식을 수중 라이저, 즉 유연한 실린더의 

와류기인진동 구현에 적용해볼 것이다.  
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Figure 9 Discrete Van der Pol 식 변수간 커플링 



 

 30 

 

 

  

Figure 10 Single Van der Pol 식을 이용한 단단한 실린더 

와류기인진동 해석(Qu & Metrikine, 2020) 
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Figure 11 Single Van der Pol 식의 진자 개념 
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Figure 12 Single Van der Pol 식 변수간 커플링 
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Figure 13 Discrete Van der Pol 식을 이용한 유연 실린더 

와류기인진동해석(Gao et al., 2021) 
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2.4 구조지배방정식과 와류방정식 상호작용 
 

Wake Oscillator Model을 이용하여 2.2장에서 구한 수중 라이저 

구조지배방정식과 2.3장에서 구한 Discrete Van der Pol 식과 Single 

Van der Pol식을 와류방정식으로 수중 라이저 와류기인진동을 구현한다. 

먼저 앞서 구한 수중 라이저 구조지배방정식 식(2.2.7)에서 유체력 계수 

𝐶𝑉𝑋와 𝐶𝑉𝑌에 대해 정리한다. 식(2.2.15)과 식(2.2.16)에서 Inline 성분 

유체력계수와 Crossflow 유체력계수를 항력계수와 양력계수로 정리하였

다. 먼저 Discrete Van der Pol 식의 경우 항력계수 𝐶𝑉𝐷 의 Mean값과 

Fluctuating값을 와류변수 𝑝(𝑍, 𝑡)에 관해 정리할 수 있다.  

 

𝐶𝑉𝐷(𝑍, 𝑡) = 𝐶𝐷𝑀 +
1

2
𝑝(𝑍, 𝑡)𝐶𝐷0 (2.4.1) 

 

𝐶𝐷𝑀은 항력계수의 평균값이고, 𝐶𝐷0은 항력계수의 Fluctuating 성분 진폭

이다. 양력계수의 평균값은 0이므로 식(2.4.2)으로 정리할 수 있다. 

 

𝐶𝑉𝐿(𝑍, 𝑡) =
1

2
𝑞(𝑍, 𝑡)𝐶𝐿0 (2.4.2) 

 

𝐶𝐿0은 양력계수의 최댓값이다. 식(2.4.1)및 식(2.4.2)과 앞서구한 수중 

라이저 구조지배방정식 및 와류방정식을 이용하면 Discrete Van der Pol 

식을 이용한 2DOF 수중 라이저의 와류기인진동을 구현할 수 있다.  
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𝐶𝑉𝑋 = −
1

2
𝑞(𝑍, 𝑡)𝐶𝐿0

𝑑𝑌

𝑑𝑡
𝑈⁄ + (𝐶𝐷𝑀 +

1

2
𝑝(𝑍, 𝑡)𝐶𝐷0) (𝑉 −

𝑑𝑋

𝑑𝑡
) 𝑈⁄  (2.4.3) 

𝐶𝑉𝑌 =
1

2
𝑞(𝑍, 𝑡)𝐶𝐿0 (𝑉 −

𝑑𝑋

𝑑𝑡
) 𝑈⁄ − (𝐶𝐷𝑀 +

1

2
𝑝(𝑍, 𝑡)𝐶𝐷0)

𝑑𝑌

𝑑𝑡
𝑈⁄  (2.4.4) 

 

 

{
 

 
𝑑2𝑝

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝑥𝜔𝑠(𝑝

2 − 1)
𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ 4𝜔𝑠

2𝑝 =
𝐴𝑥
𝐷

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
+ 𝜀𝑦𝜔𝑠(𝑞

2 − 1)
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ 𝜔𝑠

2𝑞 =
𝐴𝑦

𝐷

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2

 (2.3.2) 

 

위 식들을 다음과 같이 시간과 길이에 따라 무차원화 시킨다.  

𝜏 = 𝑡𝜔𝑛;   𝑥 =
𝑋

𝐷
;   𝑦 =

𝑌

𝐷
;   z=

𝑍

𝐷
 

 

 

𝐶𝑉𝑋 = (−
1

2
𝑞(𝑧, 𝜏)𝐶𝐿0(2𝜋𝑆𝑡𝑦̇) + (𝐶𝐷𝑀 +

1

2
𝑝(𝑧, 𝜏)𝐶𝐷0) (1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇)) 𝑢 (2.4.6) 

𝐶𝑉𝑌 = (
1

2
𝑞(𝑧, 𝜏)𝐶𝐿0(1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇) − (𝐶𝐷𝑀 +

1

2
𝑝(𝑧, 𝜏)𝐶𝐷0) (2𝜋𝑆𝑡𝑦̇)) 𝑢 (2.4.7) 

𝑢 = √(1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇)2 + (2𝜋𝑆𝑡𝑦̇)2 

{
 

 (m +𝑚𝑎)
∂2𝑋

∂𝑡2
+ C

∂X

∂t
+ 𝐸𝐼

∂4X

∂Z4
−
∂

∂Z
(Θ

∂X

∂Z
) =

1

2
𝜌𝐷𝑉2𝐶𝑉𝑋(𝑍, 𝑡)

(m +𝑚𝑎)
∂2𝑌

∂𝑡2
+ C

∂Y

∂t
+ 𝐸𝐼

∂4Y

∂Z4
−
∂

∂Z
(Θ

∂Y

∂Z
) =

1

2
𝜌𝐷𝑉2𝐶𝑉𝑌(𝑍, 𝑡)

 (2.2.7) 

{
 
 

 
 𝑥̈ +

𝛾

𝜇
𝑥̇ + 𝑏2

∂4𝑥

∂z4
− 𝑐2

∂2𝑥

∂z2
=

𝐶𝑉𝑋(𝑧, 𝜏)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)

𝑦̈ +
𝛾

𝜇
𝑦̇ + 𝑏2

∂4𝑦

∂z4
− 𝑐2

∂2𝑦

∂z2
=

𝐶𝑉𝑌(𝑧, 𝜏)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)

 (2.4.5) 
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{
𝑝̈ + 𝜀𝑥(𝑝

2 − 1)𝑝̇ + 4𝑝 = 𝐴𝑥𝑥̈

𝑞̈ + 𝜀𝑦(𝑞
2 − 1)𝑞̇ + 𝑞 = 𝐴𝑦𝑦̈

 (2.4.8) 

 

여기서 μ =
𝑚

𝜌𝐷2
, b = √𝐸𝐼 𝑚⁄ (𝜔𝑛𝐷

2)⁄ , c = √Θ 𝑚⁄ (𝜔𝑛𝐷)⁄ , 𝑚∗은 물에 대한 

질량비이다. 

다음은 Single Van der Pol 식을 이용한 경우 항력계수 𝐶𝑉𝐷의 Mean

값과 Fluctuating값을 식(2.4.5)와 같이 정리할 수 있다.  

 

𝐶𝑉𝐷(𝑍, 𝑡) = 𝐶𝐷𝑀 + 𝛼𝐶𝑉𝐿
2(𝑍, 𝑡) (2.4.9) 

 

𝐶𝑉𝐿의 경우 식(2.4.2)와 동일하다 마찬가지로 Single Van der Pol 식을 

이용한 2DOF 수중 실린더의 와류기인진동을 무차원화한 식은 다음과 

같이 나타낼 수 있다. 

 

 

𝐶𝑉𝑋 = (𝐶𝐷𝑀(1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇) +
1

2
𝑞(𝑧, 𝜏)𝐶𝐿0(2𝜋𝑆𝑡𝑦̇)) 𝑢

+ 𝛼 (
1

2
𝑞(𝑧, 𝜏)𝐶𝐿0(2𝜋𝑆𝑡𝑦̇))

2

(1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇)|1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇| 

(2.4.10) 

{
 
 

 
 𝑥̈ +

𝛾

𝜇
𝑥̇ + 𝑏2

∂4𝑥

∂z4
− 𝑐2

∂2𝑥

∂z2
=

𝐶𝑉𝑋(𝑧, 𝜏)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)

𝑦̈ +
𝛾

𝜇
𝑦̇ + 𝑏2

∂4𝑦

∂z4
− 𝑐2

∂2𝑦

∂z2
=

𝐶𝑉𝑌(𝑧, 𝜏)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)

 (2.4.5) 
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𝐶𝑉𝑌 = (−𝐶𝐷𝑀(2𝜋𝑆𝑡𝑦̇) +
1

2
𝑞(𝑧, 𝜏)𝐶𝐿0(1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇))𝑢 (2.4.11) 

𝑢 = √(1 − 2𝜋𝑆𝑡𝑥̇)2 + (2𝜋𝑆𝑡𝑦̇)2 

 

𝑞̈ + 𝜀(𝑞2 − 1)𝑞̇ + 𝑞 − 𝑘
𝑥̈

(1 + 𝑥̈2)
𝑞 = 𝐴𝑦̈ (2.3.12) 

 

위 식을 이용하여 수중 라이저의 Span및 시간에 따른 Inline/Crossflow 

변위를 해석할 수 있다. 
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3. 수중 라이저 구조피로파괴식 
 

 

3.1 도입 
 

모든 구조물은 인장응력만큼 큰 힘을 받지 않더라도 응력변화가 

지속되면 결국 절단이 일어나게 된다. 이를 피로파괴라고 한다. 그 순간

의 응력 세기만 계산하면 되는 인장강도와는 달리 피로파괴는 응력 세기 

및 반복횟수에 따라 피로도가 누적되기 때문에 응력의 세기뿐만 아니라 

얼마나 응력변화가 지속되는지 계산할 필요가 있어 피로수명 예측에 어

려움이 있다. 또한 아주 작은 응력이라도 반복횟수가 충분하면 유의미한 

피로도가 누적되는 점도 피로수명 예측 실패의 원인이 된다. 그림16과 

그림17과 같이 지속적으로 큰 응력을 받는 선박, 항공기, 건축물 등 대

형 구조물이 피로파괴에 취약하며, 눈에 잘 보이지 않는 내부에서부터 

피로파괴가 일어나는 경우가 많기 때문에 이를 알아차리기 쉽지 않다. 

피로수명예측에 실패하면 막대한 인명피해가 발생할 뿐만 아니라 인명피

해가 발생하지 않더라도 대형 구조물의 특성상 손상부위의 교체 및 수리

에 상당한 비용이 든다. 따라서 현재 피로파괴를 막기위해 피로한도가 

높은 신소재를 개발하고, 수많은 피로파괴 실험이 행해지고 있다. 이번

에는 구조피로수명예측에 보편적으로 쓰이는 Miner Rule과 앞서 구한 

수중 라이저의 와류기인진동값을 이용하여 수중 실린더 피로수명을 예측

하는 방법에 대해 설명한다. 
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Figure 15 유조선의 피로파괴 사례(프레스티지호, 1943년) 

Figure 14 항공기의 피로파괴 사례(알로아항공 243편, 1988년) 
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3.2 Miner Rule 
 

피로파괴예측에 가장 기본이 되는 그래프는 S-N 선도이다. S-

N 선도는 표준회전 피로시험기로 얻어지는 그래프로 파로파괴가 일어날 

때까지 가해진 응력범위 크기와 반복횟수를 정리한 것이다. 그림18에 

한 금속재료의 S-N 선도가 나와있다. 이를 통해 이 금속재료는 진폭 

σ𝑎𝑘의 응력이 약 N𝑘 = 10
6번 가해지면 피로파괴가 일어남을 알 수 있다. 

하지만 S-N 선도를 이용한 피로파괴예측은 응력의 진폭이 일정할 때만 

가능하다. 따라서 이를 보완한 구조피로파괴식(Miner Rule)을 보편적으

로 사용한다. Miner Rule은 구조의 피로도가 선형적으로 증가한다는 가

정을 하여 구조 피로도를 예측하는 식이다. Miner Rule은 식(3.2.1)과 

같다.  

 

𝐷 =∑
𝑛𝑖
𝑁𝑖

𝑁

𝑖=1

=
1

𝑎
∑𝑛𝑖(∆𝜎𝑖)

𝑚

𝑁

𝑖=1

 (3.2.1) 

 

여기서 𝐷는 구조피로도로 값이 1을 넘으면 피로파괴가 일어난다. 𝑁𝑖는 

해당 응력이 가해질 때 피로파괴가 일어나기 위한 반복횟수, 𝑛𝑖는 해당 

응력의 반복적으로 가해진 횟수, ∆𝜎𝑖는 응력 범위이다. 𝑎와 𝑚은 구조의 

물질에 따라 정해지는 상수이다. 이를 수중 라이저에 적용하기 위해선 

수중 라이저에 가해지는 응력과 응력의 반복횟수를 알아야 한다. 수중 



 

 41 

라이저에 가해지는 응력은 수중 라이저의 변위를 통해 유도할 수 있고 

응력의 반복 횟수는 수중 라이저의 진동수를 이용하여 구할 수 있다.  
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Figure 16 금속재료의 S-N 선도(Sonsino, 2007) 

𝝈𝟐 
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3.3 수중 라이저에 가해지는 응력범위 
 

3.3.1 수중 라이저에 가해지는 수직응력 
 

수중 라이저에는 단면의 방향과 힘의 작용방향이 평행한 수직응

력이 가해진다. 보 이론을 이용하여 수중 라이저에 가해지는 수직응력을 

구할 수 있다. 그림19과 같이 보에 모멘트가 가해진다고 할 때, 보에 걸

리는 응력은 다음과 같다.  

 

σ𝑥(𝑧) = −𝑧
𝑀

𝐼
 (3.3.1) 

 

σ𝑥는 보에 가해지는 x방향 수직응력크기, 𝑧는 중립축 (Neutral Axis; 

NA)으로부터 거리, 𝑀은 보에 가해지는 모멘트, 𝐼는 보의 NA 기준 2차 

모멘트 크기이다. 그림20과 같이 y와 𝑧  방향 모두 모멘트 성분이 있는 

경우 다음 식(3.3.2)을 이용하여 수직응력을 구할 수 있다. 

 

σ𝑥(𝑦, 𝑧) = (−𝑧)
𝑀𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐼𝑦
+ (−𝑦)

𝑀𝑠𝑖𝑛𝜃

𝐼𝑧
= (−𝑧)

𝑀𝑦

𝐼𝑦
+ (−𝑦)

𝑀𝑧
𝐼𝑧

 (3.3.2) 

 

𝐼𝑦, 𝐼𝑧는 각각 y, z 축에 대한 2차 모멘트 크기이다. 수중 실린더의 경우 

단면이 속이 빈 원형 (Hollow Circle) 모양이기 때문에 2차 모멘트의 
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크기는 다음과 같다. 

 

𝐼𝑦 = 𝐼𝑧 =
𝜋

4
(𝐷𝑜

4 − 𝐷𝑖
4) (3.3.3) 

 

𝐷𝑜는 수중 라이저의 바깥 직경 (Outer Diameter), 𝐷𝑖 는 수중 라이저의 

안쪽 직경 (Inner Diameter)이다.  
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Figure 17 모멘트를 받는 1D Beam의 수직 응력 

Figure 18 두 방향으로 모멘트가 가해질 때 수직응력 
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3.3.2 수중 라이저에 가해지는 전단응력 
 

수중 라이저에는 수직응력 뿐만 아니라 단면의 방향과 힘의 작

용방향이 수직한 전단응력 또한 가해진다. 보이론을 이용하여 수중 라이

저에 가해지는 전단응력을 구할 수 있다. 먼저 그림5와 같이 보에 가해

지는 전체 전단력 크기 𝑉를 구할 수 있다.  

 

𝑉(𝑥) =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
= 𝐸𝐼

𝑑3𝑣(𝑥)

𝑑𝑥3
 (3.3.4) 

 

그림22를 보면 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥임을 알 수 있다. 𝜏𝑦𝑥를 구하기 위해 그림21의 

𝑝𝑝1𝑛1𝑛성분의 𝑥방향 힘의 성분을 분석하면 식(3.3.5)과 같이 전단응력

을 구할 수 있다.  

 

𝜏 =
𝑉

𝐼𝑏
∫𝑦𝑑𝐴 (3.3.5) 

 

𝑄를 색찰할 부위의 1차모멘트, 즉 𝑄 = ∫𝑦𝑑𝐴정의하면 전단응력을 식

(3.3.6)로 정리할 수 있다. 

 

𝜏 =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
 (3.3.6) 
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수직 응력이 중심축에서 멀어지면 커지는 것과 다르게 전단응력은 중심

축과 가까워질수록 커지는 경향이 있다. 표3에 보 단면 모양 별 최대 전

단응력의 크기와 위치에 대해 정리되어 있다. 수중 라이저의 단면과 같

은 Hollow Circle의 단면에서 최대 전단응력의 크기는 2
𝑉

𝐴
이며, 위치는 

중립축이다. 중립축이 아닌 일반적인 부분의 전단응력은 프로그램을 이

용하여 두 방향에 대한 전단응력 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥와 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥의 값을 구하였다. 
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Figure 19 모멘트를 받는 1D Beam의 전단응력 
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Figure 20 전단응력 성분간 관계 
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Table 3 1D Beam의 단면에 따른 최대 전단응력 크기와 위치 
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3.3.3 폰 미제스 응력 
 

수중 라이저에는 여러가지 응력들이 가해진다. 임의의 한 

지점에서 총 3방향의 수직응력과 3개의 독립적인 전단응력이 가해진다. 

응력으로 인한 구조피로파괴를 계산할 때 각성분의 최대값을 사용하여 

독립적으로 피로수명을 예측하는 것이 아닌 6 개의 응력성분으로 인해 

저장된 비틀림 에너지의 총합을 기준으로 한다. 이 때 사용되는 비틀림 

에너지를 나타내는 값을 폰 미제스 응력이라고 하며, 현재 가장 

정확하게 피로파괴를 예측하는 기준응력으로 알려져 있다. W를 에너지 

밀도, 즉 에너지/단위체적이라고 한다면 선형탄성 재질의 에너지밀도는 

다음 식(3.3.7)과 같다.  

  

𝑊 = ∫𝜎: 𝑑𝜀 =
1

2
[𝜎𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧𝜀𝑧𝑧

+ 2(𝜎𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦 + 𝜎𝑦𝑧𝜀𝑦𝑧 + 𝜎𝑧𝑥𝜀𝑧𝑥)] 

(3.3.7) 

 

σ = σ𝐻 + σ
′ , 𝜀 = σ𝐻 + ε

′을 식(3.3.7)에 대입한다. 𝜎𝐻: 𝜀
′ 와 𝜎: 𝜀𝐻

′ 의 값은 

0 이므로 식(3.3.8)을 구할 수 있다.  
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𝑊 =
1

2
(σ𝐻 + σ

′): (𝜀𝐻 + 𝜀
′) =

1

2
𝜎𝐻: 𝜀𝐻 +

1

2
σ′: 𝜀′ (3.3.8) 

 

후크의 법칙 𝜀′ =
σ′

2G
 와 조합하면 식 (3.3.9)을 구할 수 있다.  

 

𝑊 =
1

2
σ′: 𝜀′ =

1

4𝐺
σ′: σ′+=

1

4𝐺
𝜎𝑅𝑒𝑝
2  (3.3.9) 

 

𝜎𝑅𝑒𝑝  는 스칼라 응력으로 크기는 𝜎𝑅𝑒𝑝 = √σ
′: σ′ = √2 3⁄ 𝜎  이다. 단축응력은 

폰 미제스응력과 동일해야 하므로 최종적으로 폰 미제스응력을 정의할 수 

있다.  

 

𝜎𝑉𝑀 = √
3

2
𝜎′: 𝜎′ (3.3.10) 

 

또는 식(3.3.10)을 변형하여 식(3.3.11)로 쓸 수 있다.  

 

𝜎𝑉𝑀

= √𝜎𝑥𝑥
2 + 𝜎𝑦𝑦

2 + 𝜎𝑧𝑧
2 − 𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦 − 𝜎𝑦𝑦𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑧𝑧𝜎𝑥𝑥 + 3(𝜏𝑥𝑦

2 + 𝜏𝑦𝑧
2 + 𝜏𝑧𝑥

2 ) 
(3.3.11) 
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수중 라이저의 경우 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑧𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0  이라고 가정하기 때문에 

식(3.3.12)와 같이 쓸 수 있다.  

 

𝜎𝑉𝑀 = √𝜎𝑥𝑥
2 + 3(𝜏𝑥𝑦

2 + 𝜏𝑧𝑥
2 ) (3.3.12) 

 

𝜎𝑥𝑥와 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑧𝑥 는 식(3.3.2), 식(3.3.6)을 이용하여 구할 수 있다.  

 

3.3.4 Rainflow Counting 
 

Miner Rule 에 대입할 응력범위크기는 앞선 장에서 구하였다. 

이번장에서는 Miner Rule 에 대입할 응력의 반복횟수를 구하는 법에 

대해 설명한다. 응력범위가 시간과 관계없이 일정하다면 단순히 Miner 

Rule 에 대입할 응력범위 크기와 반복횟수를 구하기 쉬울 것이다. 

하지만 실제 구조물이 받는 응력변화를 살펴보면 응력범위가 수시로 

바뀌고 그에 따른 반복횟수를 구하기가 쉽지 않다. 이를 해결하기위해 

나온 방법이 Rainflow Counting 이다. Rainflow Counting 은 응력의 

범위와 그 반복횟수를 세는 방법이 그림 23 (b)와 같이 비가 떨어지는 

모습과 유사하여 다음과 같은 이름이 붙었다. 먼저 시간에 따른 응력 

그래프를 시간이 세로축, 응력이 가로축이 되도록 오른쪽으로 90 도 
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회전시켜 눕힌다. 그 후 피크점에서 물이 흐른다고 생각하며 다음과 

같은 조건이 될 때까지 선을 긋는다. 

 

(1) 마지막 시간선에 도달하였을 경우 

(2) 다른 흐름선과 만났을 때 자신이 나중의 피크에서 시작했을 경우 

(3) 반대편 피크가 더 클 경우 

이를 골에서 한번, 마루에서 한번 총 2 번 시행해준다. 

 

그림 23 (a)에 대해 Rainflow Counting 한 그림이 (b)이며 이를 

이용하여 응력 범위 및 반복횟수를 표 4 에 정리하였다. 이번 예시에는 

반사이클의 개수가 없었지만, 반사이클은 0.5 개로 취급할 수 있다. 짧은 

시간의 경우 예시와 같이 손으로 직접 그리면서 응력범위 및 횟수를 

계산할 수 있지만 시간이 긴 경우 이를 세는 것은 불가능하기 때문에 

Rainflow Counting Matlab 코드를 사용하였다. 이로서 

구조피로파괴식에 대입할 모든 값들을 구하는 법을 알아보았다. 

정리하면 구조피로파괴식에 대입할 응력범위와 반복횟수를 

구하기 위해서 먼저 수중 라이저의 시간에 따른 변위에서 시간에 따른 

수중 라이저의 수직응력과 전단응력을 구한 뒤, 이를 폰 미제스응력으로 

변환하고 다시 Rainflow Counting 을 통해 응력 범위 및 반복횟수를 
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유도한다. 그리고 이를 Miner Rule 에 대입하여 최종적으로 

구조피로도를 구한다.  
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Figure 21 Rainflow Counting 적용 예시(Lee, 2011) 
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Table 4 Rainflow Counting의 결과 

Stress Range Half-Cycle Full-Cycle 

3 0 1 

4 0 1 

7 0 1 

9 0 1 
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4. 수중 라이저 와류기인진동 해석 
 

 

4.1 수중 라이저 수치해석 기법  
 

4.1.1 테일러 전개 
 

2장에서 설명한 Wake Oscillator Model의 구조식과 와류식은 

비선형 미분방정식이기 때문에 직접적인 해를 구하기가 매우 힘들다. 그

렇기 때문에 비선형 방정식을 선형방정식으로 근사하여 수치해석으로 푸

는 방법이 있다. 대표적인 방법이 테일러 전개를 이용한 방법이다. 테일

러 전개를 이용한 미분가능한 비선형식은 다음과 같이 무한한 급수로 전

개될 수 있다. 이를 테일러 급수라고 하며 식(4.1.1)과 같다.  

 

𝑓(𝑥𝑖+1) = 𝑓(𝑥𝑖) + f
′(𝑥𝑖)ℎ +

𝑓′′(𝑥𝑖)

2!
ℎ2 +

𝑓′′′(𝑥𝑖)

3!
ℎ3 +

𝑓(4)(𝑥𝑖)

4!
ℎ4 +⋯ (4.1.1) 

 

여기서 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1은 임의의 두 값이며 ℎ = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖이다. 즉 𝑥𝑖의 함수값을 이

용하여 𝑥𝑖+1의 함수값을 구할 수 있다. ℎ가 충분히 작다고 가정하였을 때 

다음과 같은 식(4.4.2)를 사용할 수 있다.  

 

𝑓(𝑥𝑖+1) = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓
′(𝑥𝑖)ℎ +

𝑓′′(ξ)

2!
ℎ2 (4.1.2) 
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여기서 ξ 는 𝑥𝑖  와 𝑥𝑖+1 사이의 어떤 값이다. 이를 이용하여 1차 미분 값을 

구하면 식(4.1.3)과 같다.  

 

f ′(𝑥𝑖) =
f(𝑥𝑖+1) − f(𝑥𝑖)

ℎ
+
𝑓′′(ξ)

2!
ℎ (4.1.3) 

 

여기서 근사값을 
f(𝑥𝑖+1)−f(𝑥𝑖)

ℎ
라고 하면 오차의 크기는 

𝑓′′(ξ)

2!
ℎ와 같다. 오차

의 크기는 ℎ에 비례하므로 식(4.1.4)로 쓸 수 있다.  

 

𝑓′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖)

ℎ
+ 𝑂(ℎ) (4.1.4) 

 

ℎ의 값이 100배 줄어들면 오차 또한 100배 줄어든다. 같은 방법으로 

식(4.1.5)과 식(4.1.6)과 같이 미분계수의 근사값을 구할 수 있다.  

 

f ′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

ℎ
+ 𝑂(ℎ) (4.1.5) 

f ′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

2ℎ
+ 𝑂(ℎ2) (4.1.6) 

 

식(4.1.4)와 같이 미분계수를 구하고자 하는 지점보다 앞의 함수값을 이

용하는 것을 전진차분법, 식(4.1.5)와 같이 미분계수를 구하고자 하는 

지점보다 뒤의 함수값을 이용하는 것을 후진차분법, 식(4.1.6)와 같이 

미분계수를 구하고자 하는 지점이 중앙에 있을때를 중앙차분법이라고 한
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다. 후진차분법은 전진차분법과 마찬가지로 오차가 ℎ에 비례하지만 중앙

차분법은 오차가 ℎ2에 비례하는 것을 확인할 수 있다. 즉, ℎ의 값이 100배 

줄어들면 오차는 10000배 줄어든다. 이를 통해 중앙차분법이 오차가 제

일 적음을 알 수 있다. 그림24, 그림25, 그림26에 각각 전진차분법, 후

진차분법, 중앙차분법을 도식화하였다. 그림에서도 그림26, 중앙차분법

이 나머지 둘에 비해 더 정확하다는 것을 확인할 수 있다. 와류방정식인 

식(2.4.8)을 보면 시간에 대한 1차 미분계수 뿐만 아니라 2차 미분계수 

또한 필요함을 알 수 있다. 2차 미분계수 또한 식(4.1.6), 식(4.1.7)과같

이 테일러 전개를 이용하여 전진, 후진, 중앙차분법을 이용하여 구할 수 

있다.  

 

𝑓′′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+2) − 2𝑓(𝑥𝑖+1) + 𝑓(𝑥𝑖)

ℎ2
~𝑂(ℎ) (4.1.7) 

𝑓′′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖) − 2𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖−2)

ℎ2
~𝑂(ℎ) (4.1.8) 

𝑓′′(𝑥𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖+1) − 2𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖−1)

ℎ2
~𝑂(ℎ2) (4.1.9) 

 

식(4.1.7)이 전진차분법, 식(4.1.8)이 후진차분법, 식(4.1.9)가 

중앙차분법으로 1 차 미분계수와 마찬가지로 중앙차분법이 가장 오차가 

적음을 알 수 있다. 이를 토대로 중앙차분법을 사용하는 것이 가장 

정확한 값을 얻을 수 있음을 확인하였다. 수중 실린더의 경우 시간 뿐만 

아니라 Span 에 대한 미분계수도 구할 필요가 있다. 시간 및 Span 에 

따른 수중 라이저의 변위를 𝑥𝑛,𝑚라고 하자. 그림 27 과 같이 𝑛는 시간, 
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𝑚는 Span에 따른 Note이다. Span에 대한 미분계수의 근사값은 다음과 

같다.  

 

∂𝑓(𝑥𝑛,𝑚)

∂𝑧
=
𝑥𝑛,𝑚+1 − 𝑥𝑛,𝑚−1

2∆𝑧
~𝑂(∆𝑧2) (4.1.10) 

∂2𝑓(𝑥𝑛,𝑚)

∂z2
=
𝑥𝑛,𝑚+1 − 2𝑥𝑛,𝑚 + 𝑥𝑛,𝑚−1

∆𝑧2
~𝑂(∆𝑧2) (4.1.11) 

∂4𝑓(𝑥𝑛,𝑚)

∂z4
=
𝑥𝑛,𝑚+2 − 4𝑥𝑛,𝑚+1 + 6𝑥𝑛,𝑚 − 4𝑥𝑛,𝑚−1 + 𝑥𝑛,𝑚−2

∆𝑧4
~𝑂(∆𝑧) (4.1.12) 

 

여기서 ∆𝑧는 Span 의 Node 사이 간격이다.  
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Figure 22 미분계수 수치해석의 전진차분법 

Figure 23 미분계수 수치해석의 후진차분법 
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Figure 26 미분계수 수치해석의 중앙차분법 

R
is

e
r 

Figure 27 수중 라이저의 Span/Time별 변위 정리 
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4.1.2 수중 라이저 경계조건 
 

수중 라이저의 시간 및 span별 변위의 해를 특정하기 위해선 경

계조건이 필요하다. 수중 라이저의 경계조건은 다음과 같다.  

 

(1) 수중 라이저의 초기 변위 및 속력은 0 

(2) 수중 라이저의 양끝의 변위 및 속력은 0 

(3) 수중 라이저의 양끝은 pin 고정 (Simply Supported) 

 

(1)번 조건에서 수중 라이저의 초기 변위는 0이므로 𝑛 = 0일 때 Inline, 

Crossflow방향 변위가 0이어야한다. 

 

{
𝑥0,𝑚 = 0 

𝑦0,𝑚 = 0 
 (4.1.11) 

 

또한 초기속력이 0이기 때문에 식(4.1.12)와 같이 쓸 수 있다. 

 

{
𝑥′0,𝑚 =

𝑥1,𝑚 − 𝑥0,𝑚
∆𝑡

= 0

𝑦′0,𝑚 =
𝑦1,𝑚 − 𝑦0,𝑚

∆𝑡
= 0 

 (4.1.12) 

 

이를 통해 𝑥1,𝑚 = 𝑦1,𝑚 = 0임을 알 수 있다. (2)번 조건에서 라이저 양끝

의 변위와 속력이 0이기 때문에 식(4.1.13)과 식(4.1.14)와 같이 쓸 수 

있다.  



 

 65 

 

{
𝑥𝑛,0 = 𝑥𝑛,𝑀 = 0 

𝑦𝑛,0 = 𝑦𝑛,𝑀 = 0 
 (4.1.13) 

{
 

 
∂𝑓(𝑥𝑛,0)

∂𝑧
=
𝑥𝑛,1 − 𝑥𝑛,0

∆𝑧
= 0

∂𝑓(𝑦𝑛,0)

∂𝑧
=
𝑦𝑛,1 − 𝑦𝑛,0

∆𝑧
= 0 

 (4.1.14) 

{
 

 
∂𝑓(𝑥𝑛,𝑀)

∂𝑧
=
𝑥𝑛,𝑀 − 𝑥𝑛,𝑀−1

∆𝑧
= 0

∂𝑓(𝑦𝑛,𝑀)

∂𝑧
=
𝑦𝑛,𝑀 − 𝑦𝑛,𝑀−1

∆𝑧
= 0 

 (4.1.15) 

 

여기서 𝑀은 그림27과 같이 Span note의 최댓값이다. 식(4.1.14)와 식

(4.1.15)를 통해 𝑥𝑛,1 = 𝑦𝑛,1 = 0, 𝑥𝑛,𝑀 = 𝑦𝑛,𝑀−1 = 0임을 알 수 있다. 마지

막 (3)번 조건은 식(4.1.16)과 같이 나타낼 수 있다. 

 

{
 

 
∂2𝑓(𝑥𝑛,0)

∂z2
=
𝑥𝑛,1 − 2𝑥𝑛,0 + 𝑥𝑛,−1

∆𝑧2
= 0

∂2𝑓(𝑦𝑛,0)

∂z2
=
𝑦𝑛,1 − 𝑦𝑛,0 + 𝑦𝑛,−1

∆𝑧2
= 0 

 (4.1.16) 

{
 

 
𝜕2𝑓(𝑥𝑛,𝑀)

𝜕𝑧2
=
𝑥𝑛,𝑀+1 − 2𝑥𝑛,𝑀 + 𝑥𝑛,𝑀−1

∆𝑧2
= 0

𝜕2𝑓(𝑦𝑛,𝑀)

𝜕𝑧2
=
𝑦𝑛,𝑀+1 − 2𝑦𝑛,𝑀 + 𝑦𝑛,𝑀−1

∆𝑧2
= 0 

 (4.1.17) 

 

식(4.1.13)을 대입하면 식(4.1.18)과 식(4.1.19)를 구할 수 있다.  

 

{
𝑥𝑛,−1 = −𝑥𝑛,1
𝑦𝑛,−1 = −𝑦𝑛,1 

 4.1.18 
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{
𝑥𝑛,𝑀+1 = −𝑥𝑛,𝑀−1
𝑦𝑛,𝑀+1 = −𝑦𝑛,𝑀−1 

 (4.1.19) 

 

지금까지 구한 경계조건을 그림29로 나타낼 수 있다.  
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Figure 24 수중 라이저의 경계조건 
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4.1.3 Time Step별 수치해석  
 

4.1.1장의 방법으로 식(2.4.5)부터 식(2.4.8)까지의 수중 라이

저 와류기인진동을 Discrete Van der Pol을 와류방정식으로 사용한 

Wake Oscillator Model로 구현할 것이다. 먼저 식(2.4.5)를 변형하면  

 

 

 

이를 𝑥𝑛+1,𝑚에 관해 정리하면 식(4.1.21)로 쓸 수 있다. 

 

𝑥𝑛+1,𝑚 − 2𝑥𝑛,𝑚 + 𝑥𝑛−1,𝑚
∆𝑡2

+
𝛾

𝜇

𝑥𝑛+1,𝑚 − 𝑥𝑛−1,𝑚
2∆𝑡

+ 𝑏2
𝑥𝑛,𝑚+2 − 4𝑥𝑛,𝑚+1 + 6𝑥𝑛,𝑚 − 4𝑥𝑛,𝑚−1 + 𝑥𝑛,𝑚−2

∆𝑧4

− 𝑐2
𝑥𝑛,𝑚+1 − 2𝑥𝑛,𝑚 + 𝑥𝑛,𝑚−1

∆𝑧2
=

𝐶𝑉𝑋(𝑛,𝑚)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)
 

(4.1.20) 

(
1

∆𝑡2
+

𝛾

2𝜇∆𝑡
) 𝑥𝑛+1,𝑚

= (
2

∆𝑡2
−
2𝑐2

∆𝑧2
−
6𝑏2

∆𝑧4
) 𝑥𝑛,𝑚 + (

𝛾

2𝜇∆𝑡
−

1

∆𝑡2
) 𝑥𝑛−1,𝑚

+ (
𝑐2

∆𝑧2
+
4𝑏2

∆𝑧4
) (𝑥𝑛,𝑚+1 + 𝑥𝑛,𝑚−1)

− (
4𝑏2

∆𝑧4
) (𝑥𝑛,𝑚+2 + 𝑥𝑛,𝑚−2) +

𝐶𝑉𝑋(𝑛,𝑚)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)
 

 

(4.1.21) 
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𝐶𝑉𝑋 = (−
1

2
𝑞(𝑧, 𝜏)𝐶𝐿0 (2𝜋𝑆𝑡𝑦

𝑦𝑛,𝑚 − 𝑦𝑛−1,𝑚
∆𝑡

̇
)

+ (𝐶𝐷𝑀 +
1

2
𝑝(𝑧, 𝜏)𝐶𝐷0) (1

− 2𝜋𝑆𝑡
𝑥𝑛,𝑚 − 𝑥𝑛−1,𝑚

∆𝑡
)) 𝑢 

(4.1.22) 

𝑢 = √(1 − 2𝜋𝑆𝑡
𝑥𝑛,𝑚 − 𝑥𝑛−1,𝑚

∆𝑡
)2 + (2𝜋𝑆𝑡

𝑦𝑛,𝑚 − 𝑦𝑛−1,𝑚
∆𝑡

)
2

 

 

여기서 μ =
𝑚

𝜌𝐷2
, b =

√𝐸𝐼 𝑚⁄

(𝜔𝑛𝐷
2)

, c =
√Θ 𝑚⁄

(𝜔𝑛𝐷)
, 𝑚∗은 물에 대한 질량비이다. 와류

방정식 식(2.4.8)도 같은 방법으로 변환하면 식(4.1.23)과 같다. 

 

𝑝𝑛+1,𝑚 − 2𝑝𝑛,𝑚 + 𝑝𝑛−1,𝑚
∆𝑡2

+ 𝜀𝑥(𝑝𝑛,𝑚
2 − 1)

𝑝𝑛+1,𝑚 − 𝑝𝑛−1,𝑚
2∆𝑡

+ 4𝑝𝑛,𝑚 = 𝐴𝑥
𝑥𝑛+1,𝑚 − 2𝑥𝑛,𝑚 + 𝑥𝑛−1,𝑚

∆𝑡2
 

(4.1.23) 

 

이를 𝑝𝑛+1,𝑚에 관해 정리하면 식(4.1.24)로 쓸 수 있다. 

 

 

𝐶𝑉𝑋에 관한 식(2.4.6) 또한 식(4.1.22)로 변형 가능하다.  
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[
1

∆𝑡2
+
𝜀𝑥(𝑝𝑛,𝑚

2 − 1)

2∆𝑡
] 𝑝𝑛+1,𝑚

= (
2

∆𝑡2
− 1)𝑝𝑛,𝑚 −

1

∆𝑡2
𝑝𝑛−1,𝑚

+ (
𝜀𝑥(𝑝𝑛,𝑚

2 − 1)

2∆𝑡
)𝑝𝑛−1,𝑚

+ 𝐴𝑥
𝑥𝑛+1,𝑚 − 2𝑥𝑛,𝑚 + 𝑥𝑛−1,𝑚

∆𝑡2
 

(4.1.24) 

 

Crossflow방향에 대한 식도 같은 방법으로 𝑦𝑛+1,𝑚 , 𝑞𝑛+1,𝑚에 관해 정리

할 수 있다.   

 

 

[
1

∆𝑡2
+
𝜀𝑦(𝑝𝑛,𝑚

2 − 1)

2∆𝑡
] 𝑞𝑛+1,𝑚

= (
2

∆𝑡2
− 1)𝑞𝑛,𝑚 −

1

∆𝑡2
𝑞𝑛−1,𝑚

+ (
𝜀𝑦(𝑞𝑛,𝑚

2 − 1)

2∆𝑡
) 𝑞𝑛−1,𝑚 + 𝐴𝑦𝑦̈ 

(4.1.26) 

 

위 식들을 이용하여 그림29와 같이 전 Time Step의 변위를 알면 다음 

Time Step의 변위를 구할 수 있다. 그림28과 같은 경계조건을 초기조

(
1

∆𝑡2
+

𝛾

2𝜇∆𝑡
) 𝑦𝑛+1,𝑚

= (
2

∆𝑡2
−
2𝑐2

∆𝑧2
−
6𝑏2

∆𝑧4
)𝑦𝑛,𝑚 + (

𝛾

2𝜇∆𝑡
−

1

∆𝑡2
)𝑦𝑛−1,𝑚

+ (
𝑐2

∆𝑧2
+
4𝑏2

∆𝑧4
) (𝑦𝑛,𝑚+1 + 𝑦𝑛,𝑚−1)

− (
4𝑏2

∆𝑧4
) (𝑦𝑛,𝑚+2 + 𝑦𝑛,𝑚−2) +

𝐶𝑉𝑌(𝑛,𝑚)

2𝜋3𝑆𝑡2(𝑚∗ + 𝐶𝑎)
 

 

(4.1.25) 
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건으로 Time Step별로 수중 라이저의 변위를 구할 수 있다. 한가지 특

이한 점은 𝑥𝑛,1과 𝑥𝑛,𝑀−1을 구하기 위해선 𝑥𝑛−1,−1과 𝑥𝑛−1,𝑀+1의 값이 필

요한데 이는 식(4.1.18)과 식(4.1.19)을 이용하여 −𝑥𝑛−1,1와 −𝑥𝑛−1,𝑀+1

값으로 대체하여 사용할 수 있다. 같은 방법으로 Single Van der Pol을 

와류방정식으로 사용하는 Wake Oscillator Model도 구현 가능하다.  

 

[
1

∆𝑡2
+
𝜀𝑦(𝑝𝑛,𝑚

2 − 1)

2∆𝑡
] 𝑞𝑛+1,𝑚

= (
2

∆𝑡2
− 1 + 𝑘

𝑥̈

(1 + 𝑥̈2)
) 𝑞𝑛,𝑚 −

1

∆𝑡2
𝑞𝑛−1,𝑚

+ (
𝜀𝑦(𝑞𝑛,𝑚

2 − 1)

2∆𝑡
) 𝑞𝑛−1,𝑚 + 𝐴𝑦𝑦̈ 

(2.3.12) 

 

수치해석 조건은 표 3 과 같다. 여기서 Strouhal 수 (𝑆𝑡)는 그림 30 과 

같이 해석범위인 레이놀즈 수 𝑅𝑒 = 104~105  범위내에서 0.18 인것이 

확인되었다. 이와 같은 해석을 통해 다음 4.2 장에서 Discrete Van der 

Pol 식과 Single Van er Pol 식의 해석 결과 차이에 대해 살펴볼 것이다.  
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Figure 25 수중 라이저의 Time Step별 수치해석 
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Table 5 수중라이저의 해석 조건 

Total Time(𝑻) 500 

Time Step(∆𝒕) 0.001 

Num. of Node 250 

Amplitude of Lift Coefficient 

(𝑪𝑳𝟎) 
0.3 

Mean Drag Coefficient (𝑪𝑫𝑴) 1.2 

Fluctuating Drag Coefficient 

(𝑪𝑫𝟎) 
0.2 

Strouhal Number (𝑺𝒕) 0.18 

Stall Parameter (𝜸) 0.8 

 Tunning Parameter (𝜺) 0.02 

 Tunning Parameter (𝜿) 7.5 

 Tunning Parameter (𝑨) 20 
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Figure 26 레이놀즈 수에 따른 원형 실린더 Strouhal 수  
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4.2 수중 라이저 Span별 RMS 변위 해석 
 

Discrete Van er Pol 및 Single Van der Pol 수중 라이저의 

Span별 RMS 변위에 대한 해석결과는 그림31에 나와있다. 실험값은 앞

과 같이 Trim(2005)의 실험값을 사용하였다. Discrete Van der Pol식에 

대한 해석결과를 보면 실험값과 주요 모드가 3차인 것은 일치한다. 하지

만, 실험값은 다른 모드들도 합쳐져 RMS 변위의 비대칭성이 나타나는 

반면 Discrete Van der Pol 해석값은 오직 3차 모드만 구현이 되어 

RMS 변위의 비대칭성이 나타나지 않는 모습을 보인다.  

더 많은 예시를 보기 위해 Song (2011)의 실험값으로 유속별로 

Discrete Van der Pol과 Single Van der Pol 해석결과를 비교해 보았다. 

그림32, 그림33, 그림34는 각각 유속이 0.18m/s, 0.24m/s, 0.48m/s일 

때 실험값과 해석값을 비교하였다. 먼저 유속이 1.8m/s일 때 최대 RMS 

변위는 크게 차이가 없지만 Span 중앙에서 극소 RMS 변위값을 확인해

보면, Discrete Van der Pol식은 하나의 모드가 주도적으로 나타나므로 

극소값이 0에 가깝게 나오는 반면, Single Van der Pol 해석은 여러 

Mode의 중첩으로 인해 극소값이 실험값과 비슷한 값으로 나오는 것을 

확인할 수 있다. 유속이 0.24m/s인 경우 실험값은 RMS 변위의 비대칭

성이 크게 나타나는 반면, Discrete Van der Pol은 RMS 변위가 대칭적

으로 나타나는 것을 확인할 수 있다. Single Van der Pol식의 해석결과는 

실험값과 비슷하게 RMS 변위의 비대칭성이 잘 구현됨을 확인할 수 있
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다. 유속이 0.48m/s인 경우도 Single Van der Pol식의 RMS 변위는 극

대 극소값의 차이가 크게 나지 않아 실험값과 같이 여러 Mode가 중첩

되어 구현된 것을 확인할 수 있다. 이를 통해 Single Van der Pol을 이

용한 와류기인진동 구현이 변위관점에서 Discrete Van der Pol 식보다 

더 유리한 것을 확인할 수 있다.  
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Figure 27 Discrete Van der Pol 식의 RMS변위(Gao,2021) 
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Figure 28 Discrete/Single Van der Pol 식의 RMS변위 차이(0.18m/s) 
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Figure 29 Discrete/Single Van der Pol 식의 RMS변위 차이(0.24m/s) 
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Figure 30 Discrete/Single Van der Pol 식의 RMS변위 차이(0.48m/s) 
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4.3 수중 라이저 광대역 주파수 해석 
 

변위 관점에서 Discrete Van der Pol식보다 Single Van der Pol

식이 더 유리한 것을 확인하였다. 다음은 진동수 관점에서 실험값과 해

석값을 비교한다. 먼저 모드 및 진동수별 진폭 값을 구하기 위해 그림

35과 같이 해석값을 시간별 Span에 대한 모드분석을 한 뒤, 다시 시간

에 대한 FFT를 해준다. 이를 통해 각 모드별로 진동수의 진폭성분을 한

눈에 볼 수 있다. 유속 0.6m/s에서 주요 모드의 진동수 별 진폭성분에 

대해 실험값(Song,2011)과 Single Van der Pol 식을 비교하여 그림36

에 나타냈다. 실험값은 진폭성분이 여러 진동수에 걸쳐 나타나는 반면, 

해석값은 주요 진동수에만 집중적으로 진폭성분이 나타남을 확인할 수 

있다. 이는 진동수 관점에서 실험값과 일치하지 않으므로 실험값처럼 광

대역 주파수 성분을 구현할 필요가 있다. 광대역 주파수를 구현하기 위

해 Van der Pol 식의 진동수항을 상수에서 변수로 변경하였다. 기존 진

동수항은 식(4.3.1)과 같다.  

 

𝜔𝑠 = 2𝜋
𝑠𝑡. 𝑉

𝐷
 (4.3.1) 

 

여기서 𝑉는 자유유동속력으로 기존의 𝜔𝑠는 시간과 관계없는 상수이므로 

이를 식(4.3.2)와 같이 변형하였다. 
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𝜔′𝑠 = 2𝜋
𝑠𝑡. 𝑈

𝐷
 (4.3.2) 

𝑈 = √(𝑉 − 𝑥̇)2 + (𝑦̇)2 

 

𝑈는 구조-자유유동간의 상대속도로 시간에 따라 변화하는 변수이다. 그

렇기 때문에 𝜔′𝑠 또한 시간에 따라 변화하는 변수가 되며, 이로 인해 광대역 

주파수 성분의 진폭을 구현할 수 있다. 이를 광대역주파수 Van der Pol식, 

Broadband; BF Van der Pol 식이라고 한다. 무차원화 BF Van der Pol 식에 

대해선 식(4.3.3)에 정리하였다.  

 

𝑞̈ + 𝜀 (
𝜔′𝑠
𝜔𝑠
) (𝑞2 − 1)𝑞̇ + (

𝜔′𝑠
𝜔𝑠
)

2

(1 − 𝑘
𝑥̈

(1 + 𝑥̈2)
) 𝑞 = 𝐴𝑦̈ (4.3.3) 

 

그림38부터 그림43까지 대상 유속에 따른 BF Van der Pol 식과 Single 

Van der Pol 식에 대한 Crossflow 방향과 Inline 방향 주파수별 진폭 

성분 비교를 나타내었다. 유속이 낮은 상황에서는 BF Van der Pol과 

Single Van der Pol식은 크게 차이가 없지만 유속이 커질수록 실험값의 

광대역 주파수 성분이 나타날 때, Single Van der Pol 식은 광대역 주파

수 성분을 구현하지 못하는 방면, BF Van der Pol 식은 광대역 주파수 

성분이 잘 나타나는 것을 확인할 수 있다. 이를 통해 유속이 커질수록 

BF Van der Pol 식이 수중 라이저의 와류기인진동을 구현하는데 더 유

리함을 알 수 있다. 
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Figure 31 Span에 따른 모드의 진폭별 진동수 성분 정리 
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Figure 32 실험값과 Single Van der Pol식의 광대역 주파수 진폭 성분 비교 
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Figure 33 자유유동과 수중 라이저의 상대속도 
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Figure 34 Single/BF Van der Pol식의 광대역 주파수 성분 비교(0.24m/s, CF) 
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Figure 35 Single/BF Van der Pol식의 광대역 주파수 성분 비교(0.24m/s, IL) 
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Figure 36 Single/BF Van der Pol식의 광대역 주파수 성분 비교(0.48m/s, CF) 
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Figure 37 Single/BF Van der Pol식의 광대역 주파수 성분 비교(0.48m/s, IL) 
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Figure 38 Single/BF Van der Pol식의 광대역 주파수 성분 비교(0.6m/s, CF) 



 

 91 

  

Figure 39 Single/BF Van der Pol식의 광대역 주파수 성분 비교(0.6m/s, IL) 
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4.4 수중 라이저 진폭 및 주파수 선행실험검증 
 

앞서 설명한 BF Van der Pol식을 이용하여 유속별 RMS 변위의 

평균과 주요 진동수에 대한 해석값을 Trim(2005) 실험값과 비교하여 

나타내었다. 변위와 진동수 관점에서 모두 실험값과 잘 일치함을 확인하

였다. 이를 통해 수중 라이저 와류기인진동 해석에 BF Van der Pol식 사

용이 타당함을 확인할 수 있다. 
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Figure 40 유속별 BF Van der Pol식의 진동수 실험값 비교 
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Figure 41 유속별 BF Van der Pol식의 RMS평균 실험값 비교 
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5. 수중 라이저 구조피로도 해석 
 

 

5.1 유속별 수중 라이저 Span별 구조피로도 해석 
 

유속별 수중 라이저의 Span 별 진폭 및 진동수 값을 이용하여 

유속별 수중 라이저 Span 별 구조피로도 및 피로수명을 예측할 수 있다. 

그림 46 과 같이 수중 라이저 단면 중 안쪽면과 바깥쪽면 각각 두곳에서 

Span 별 구조피로도를 측정하였고, 3 장에서 설명하였던 Miner Rule 에 

각각 폰 미제스 응력과 Rainflow Counting 을 이용한 반복횟수를 

대입하여 구한 연간피로도를 그림 47 에 나타내었다. 먼저 전체적으로 

해석값과 실험값이 일치하는 것을 확인할 수 있다. 유속이 작을 경우 

Single Van der Pol 식과 BF Van der Pol 식을 이용한 연간 

구조피로도는 크게 차이가 없다. 하지만, 유속이 커질수록 둘사이의 

연간 구조피로도의 차이가 벌어지고 BF Van der Pol 식이 실험값과 더 

잘 일치함을 확인할 수 있다. 정리하면 유속이 작을 땐 Single Van der 

Pol 식과 BF Van der Pol 식의 구조피로도 예측의 차이가 없지만 광대역 

주파수가 나타나는 고유속 상황에서는 이를 구현할 수 있는 BF Van der 

Pol 식이 기존 Single Van der Pol 식보다 구조피로도 예측 관점에서 더 

유리하고 할 수 있다. 
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Figure 42 수중라이저 단면 구조피로도 해석지점 
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Figure 43 유속에 따른 Single/BF Van der Pol식 연간 구조피로도 
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5.2 유속별 수중 라이저 피로파괴부위 예측 
 

4장에서의 수중 실린더 와류기인진동 해석을 전체 Span에 대해 

시행하였기 때문에 수중 라이저의 일부분의 계측을 통해 피로수명 

예측을 한 선행연구와는 달리 전체 Span 에 대한 구조피로도를 측정할 

수 있다. 따라서 전체 수중 라이저 Span 에 대해 피로파괴부위가 일어날 

가능성이 높은 부위를 예측할 수 있다. 그림 48 에 유속에 따른 수중 

라이저의 피로파괴 예측부위를 나타내었다. Span RMS 변위와 

마찬가지로 여러 모드의 중첩으로 인해 피로파괴 예측 부위가 수중 

라이저의 끝에 몰려 있는 것을 확인할 수 있다. 이는 수중라이저의 

끝에서는 여러가지 모드들이 보강간섭을 일으켜 RMS 변위가 크게 

나오는 반면, 수중 라이저의 중앙지점에는 여러 모드들이 상쇄간섭을 

일으켜 상대적으로 RMS 변위가 작게 나오기 때문이다. 이를 통해 수중 

라이저의 물성치가 바뀌는 지점이나, 해저면이 닿거나 선박에 연결되는 

부위 등 경계조건이 바뀌는 지점에서 피로파괴가 많이 일어남을 예측할 

수 있고 실제로 수중 라이저에서 가장 피로파괴가 많이 일어나는 부위도 

연결부위나 해저면 근처이다. 이를 통해 수중 라이저의 피로파괴 

부위지점 및 파로수명을 예측할 수 있어 그에 따른 대책을 준비할 수 

있다. 
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Figure 44 수중 실린더 피로파괴 예측부위 
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5.3 실제 스케일 수중 라이저 피로파괴 해석 
 

지금까지의 수중 라이저 와류기인진동 실험 및 해석은 통제된 

환경에서 시행된 모형 실험이기 때문에 실제 수중 라이저의 물성치와 

다른 부분이 있다. 가장 대표적인 차이점이 레이놀즈 수의 차이이다. 

그림 49 에 실제 해역의 깊이에 따른 해류 속력에 대해 나타나있다. 

해류의 속력 범위는 0m/s~2.5m/s로 실험환경과 크게 차이가 없음을 알 

수 있다. 그렇지만 직경차이가 약 10 배정도 차이가 나기 때문에 

와류방정식이 적용되는 레이놀즈수의 범위가 다르다. 표 6 에 정리된 

것처럼 실험환경에서는 레이놀즈수가 약 105  크기의 스케일, 실제 

수중라이저는 106크기의 스케일을 가지게 된다. 하지만 표 5 에 정리된 

것처럼 와류방정식에 쓰이는 튜닝 매개변수는 모형 수중 라이저의 

레이놀즈 수 범위 0~105에서 변화가 없음을 확인하였다. 그렇기 때문에 

실제 라이저 레이놀즈 수 106  스케일에서도 튜닝 매개변수는 크게 

차이가 없음을 예상할 수 있다. 같은 튜닝 매개변수로 실제 라이저 

스케일에 대해 구조피로도를 해석한 결과 Kim(2018)과 마찬가지로 

구조피로도가 𝑉4 에 비례함을 확인하였다. 해저면과의 접지력, 파도, 

선박으로부터의 장력 등 다른 추가적인 외력이 주어질 시 실제 스케일 

라이저의 피로수명 및 피로파괴 부위 예측이 가능하다고 할 수 있다. 
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Figure 45 깊이에 따른 해역의 해류속력(Kim, 2018) 



 

 102 

  

Table 6 모형 및 실제 스케일 라이저 물성치 
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6. 결  론 
 

 

본 논문에서는 수중 라이저의 피로수명 예측을 위해 광대역 

주파수 진폭 성분을 고려한 Broadband(BF) Van der Pol 와류방정식을 

개발하였다. 그리고 개발한 BF Van der Pol 식을 이용하여 수중 라이저 

피로수명 예측 기법을 개발하였다. 수행된 연구로부터 본 논문의 결론은 

다음과 같이 정리하였다. 

(1) 기존 2DOF 유연 실린더의 와류기인진동을 구현할 때 

Discrete Van der Pol 식을 사용하였다. 하지만 본 논문에서는 

Single Van der Pol 식 적용을 통하여 수중 라이저 Span 에 

따른 RMS 변위 비대칭성을 구현하였고 이를 통해 

와류기인진동의 진폭 예측을 개선하였다. 

(2) 높은 유속 상황에서의 와류기인진동의 광대역 주파수 성분을 

구현하기 위해 Single Van der Pol 식의 진동수 항을 변수로 

바꾼 BF Van der Pol 식 개발을 통해 광대역주파수 성분을 

구현하였다. 광대역 주파수 성분 구현을 통해 와류기인진동의 

진동수 예측을 개선하였다. 

(3) 와류기인진동의 진동수 및 진폭 예측 개선을 통해 수중 라이저 

피로수명 및 피로파괴 부위의 예측이 개선되었다. 특히 높은 
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유속 상황에서의 피로수명 예측이 개선되어 높은 유속 

상황에서는 광대역주파수를 고려하는 것이 피로수명 예측이 

유리함을 밝혔다. 

 

본 논문의 한계점 및 향후 추가 연구는 다음과 같다. 

 

(1) 본 논문은 균일류 내 수중 라이저의 와류기인진동에 대해 

해석하였다. 하지만 실제 해류는 그림 49 와 같이 균일류 

뿐만 아니라 전단유동 (Shear flow) 구간 또한 존재한다. 

따라서 전단유동 내 수중 라이저의 와류기인진동에 대한 

추가 연구가 필요하다. 

(2) 본 논문은 수중 라이저에 아무런 추가 구조물이 없는 Bare 

수중 라이저의 와류기인진동에 대해 해석하였다. 하지만 

실제론 와류기인진동 감소를 위해 Strake 등 추가 구조물이 

부착된다. 따라서 추가 구조물에 따른 와류기인진동 변화에 

대한 추가 연구가 필요하다. 

(3) 본 논문은 오직 와류기인진동에 의한 구조피로도를 

해석하였다. 하지만 실제 수중 라이저는 와류기인진동 응답 

뿐 아니라 파도, 조류, 해저면으로 인한 추가 외력을 받는다. 

따라서 추가 외력에 대한 구조피로도의 변화에 대한 추가 

연구가 필요하다. 
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Abstract 

A Study on Prediction for Fatigue Life 

of Subsea Riser through Broadband 

Frequency 

Vibration Analysis 
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The development constraints of marine resources are being 

solved through technological advances, and the need for oilfield 

development in deep waters is being emphasized. In particular, 

flexible subsea riser, one of the most important part in offshore oil 

fields is not fixed to the ground, but penetrates the water surface, so 

Vortex Induced Vibration (VIV) is generated by waves and currents. 

For this reason, it is important to understand the frequency and 

amplitude of the subsea riser to predict fatigue failure due to repeated 

vibration. This study analyzes the dynamic behavior of a flexible 

cylinder in a uniform flow using the Wake Oscillator Model, one of 

the techniques of Fluid-Structure Interaction (FSI). From the 

amplitude point of view, using the Single Van der Pol equation, it is 

possible to predict the asymmetry of RMS displacement and the RMS 

displacement and maximum amplitude through overlapping of various 
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vibration modes according to the span of the cylinder. Next, from the 

frequency point of view, by using the Broadband Frequency Van der 

Pol equation, which changes the frequency term of the Single Van der 

Pol equation into a function of structural displacement and time, it is 

possible to accurately predict the frequency by realizing the 

underwater riser VIV broadband frequency. By using the developed 

numerical analysis method, it was possible to predict the fatigue life 

of the riser with high accuracy. 

 

Keywords : Fluid-Structure Interaction(FSI), Vortex Induced 

Vibration(VIV), Subsea Riser, Flexible Cylinder, Fatigue Damage, 

Wake Oscillator Model, Van der Pol Equation 
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